
Correction � Mathématiques PC/SVT � Session
Normale 2025

Exercice 1 (3 points) � Géométrie dans l'espace

On se place dans un repère orthonormé direct (O, i⃗, j⃗, k⃗). On considère les points A(0, 0, 2),
B(2, 0, 0) et la sphère (S) de centre O et de rayon R = 2.

1) a) Équation cartésienne de la sphère (S)

La sphère (S) a pour centre O(0, 0, 0) et pour rayon R = 2.
Son équation cartésienne est :

x2 + y2 + z2 = 4

1) b) Véri�er que A et B appartiennent à (S)

Pour A(0, 0, 2) :
02 + 02 + 22 = 4 ✓

Pour B(2, 0, 0) :
22 + 02 + 02 = 4 ✓

Donc A et B appartiennent bien à la sphère (S).

2) Soit I le milieu du segment [AB]

a) Intersection du plan (OAB) avec (S)

Les coordonnées de I, milieu de [AB], sont :

I

(
0 + 2

2
,
0 + 0

2
,
2 + 0

2

)
= I(1, 0, 1)

Les points O, A et B ont tous y = 0. Donc le plan (OAB) est le plan d'équation y = 0.
L'intersection du plan y = 0 avec la sphère x2 + y2 + z2 = 4 donne :

x2 + z2 = 4

C'est le cercle de centre O, de rayon 2, contenu dans le plan (xOz).
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b) Véri�er que
−→
OI ·

−→
AB = 0 et montrer que d(O, (AB)) =

√
2

On calcule :

−→
OI = (1, 0, 1) et

−→
AB = (2− 0, 0− 0, 0− 2) = (2, 0,−2)

−→
OI ·

−→
AB = 1× 2 + 0× 0 + 1× (−2) = 2− 2 = 0 ✓

Puisque
−→
OI ⊥

−→
AB, la distance de O à la droite (AB) est :

d(O, (AB)) = OI =
√
12 + 02 + 12 =

√
2

3) On considère un point M(0,m, 0) de l'espace, où m ∈ R

a) Véri�er que
−→
AB ×

−−→
AM = 2m⃗i+ 4⃗j + 2mk⃗

On a
−→
AB = (2, 0,−2) et

−−→
AM = (0− 0,m− 0, 0− 2) = (0,m,−2).

Le produit vectoriel :

−→
AB ×

−−→
AM =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
2 0 −2
0 m −2

∣∣∣∣∣∣
= i⃗(0× (−2)− (−2)×m)− j⃗(2× (−2)− (−2)× 0) + k⃗(2×m− 0× 0)

= i⃗(0 + 2m)− j⃗(−4− 0) + k⃗(2m)

= 2m⃗i+ 4⃗j + 2mk⃗ ✓

b) Déduire que mx+ 2y +mz − 2m = 0 est une équation du plan (ABM)

Un vecteur normal au plan (ABM) est n⃗ =
−→
AB ×

−−→
AM = (2m, 4, 2m).

On peut simpli�er par 2 : n⃗′ = (m, 2,m).
L'équation du plan passant par A(0, 0, 2) avec ce vecteur normal est :

m(x− 0) + 2(y − 0) +m(z − 2) = 0

mx+ 2y +mz − 2m = 0

mx+ 2y +mz − 2m = 0

c) Montrer que d(O, (ABM)) =
2|m|√
4 + 2m2

La distance de O(0, 0, 0) au plan mx+ 2y +mz − 2m = 0 est :

d(O, (ABM)) =
|m× 0 + 2× 0 +m× 0− 2m|√

m2 + 4 +m2
=

| − 2m|√
2m2 + 4

=
2|m|√
2m2 + 4

On peut écrire
√
2m2 + 4 =

√
2(m2 + 2) =

√
2
√
m2 + 2, mais la forme demandée est :

d(O, (ABM)) =
2|m|√
4 + 2m2

2



d) Le plan (ABM) coupe (S) suivant un cercle (Γm) de rayon r

Le rayon du cercle d'intersection est :

r =
√
R2 − d2 =

√
4− 4m2

4 + 2m2

=

√
4(4 + 2m2)− 4m2

4 + 2m2
=

√
16 + 8m2 − 4m2

4 + 2m2
=

√
16 + 4m2

4 + 2m2

Montrons que r =

√
2 +

4

2 +m2
:

2 +
4

2 +m2
=

2(2 +m2) + 4

2 +m2
=

4 + 2m2 + 4

2 +m2
=

8 + 2m2

2 +m2

Or
16 + 4m2

4 + 2m2
=

2(8 + 2m2)

2(2 +m2)
=

8 + 2m2

2 +m2
. Donc :

r =

√
2 +

4

2 +m2

Déduisons que
√
2 < r ≤ 2 :

Pour tout m ∈ R, on a m2 ≥ 0, donc 2 +m2 ≥ 2 > 0, et ainsi
4

2 +m2
> 0.

Donc r2 = 2 +
4

2 +m2
> 2, ce qui donne r >

√
2.

De plus,
4

2 +m2
≤ 4

2
= 2 (égalité si et seulement si m = 0).

Donc r2 ≤ 2 + 2 = 4, ce qui donne r ≤ 2.

√
2 < r ≤ 2 pour tout m ∈ R

Exercice 2 (3,5 points) � Nombres complexes

Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormé direct (O, u⃗, v⃗), on considère les
points A, B, C, D et Ω d'a�xes respectives :

a = 1 + 2i, b = a, c =
3(3 + i)

2
, d =

3(1 + i)

2
, et ω =

5

2

On a donc : b = 1− 2i, c =
9 + 3i

2
, d =

3 + 3i

2
.

1) a) Véri�er que a+ b = 2 et déduire l'a�xe de P , milieu de [AB]

a+ b = (1 + 2i) + (1− 2i) = 2 ✓

Le milieu P de [AB] a pour a�xe :

p =
a+ b

2
=

2

2
= 1

Véri�ons que |AB| = 4 :

|AB| = |b− a| = |(1− 2i)− (1 + 2i)| = | − 4i| = 4 ✓
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1) b) a et b sont solutions de z2 − 2z + 5 = 0

Les solutions de z2 − 2z + 5 = 0 sont :

∆ = 4− 20 = −16

z =
2±

√
−16

2
=

2± 4i

2
= 1± 2i

On retrouve bien a = 1 + 2i et b = 1− 2i.

2) a) Véri�er que |a− c| = |a− d| et |b− c| = |b− d| (i.e. Ω est le centre
du cercle circonscrit)

Montrons que Ω est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC :
On calcule les distances de Ω à A, B et C :

ω − a =
5

2
− (1 + 2i) =

3

2
− 2i, donc |ω − a|2 = 9

4
+ 4 =

25

4
.

ω − b =
5

2
− (1− 2i) =

3

2
+ 2i, donc |ω − b|2 = 9

4
+ 4 =

25

4
.

ω − c =
5

2
− 9 + 3i

2
=

5− 9− 3i

2
=

−4− 3i

2
, donc |ω − c|2 = 16 + 9

4
=

25

4
.

Donc |ω − a| = |ω − b| = |ω − c| = 5

2
.

Ω est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC de rayon R =
5

2
.

2) b) Véri�er que
d− c

a− c
=

i

i
... (droites perpendiculaires)

On calcule :

d− c =
3 + 3i

2
− 9 + 3i

2
=

3 + 3i− 9− 3i

2
=

−6

2
= −3

a− c = (1 + 2i)− 9 + 3i

2
=

2 + 4i− 9− 3i

2
=

−7 + i

2

Calculons
d− b

a− c
:

d− b =
3 + 3i

2
− (1− 2i) =

3 + 3i− 2 + 4i

2
=

1 + 7i

2
.

Et (d− b)× (a− c) :

Essayons plutôt de véri�er que (DB) ⊥ (AC) en montrant que
d− b

a− c
est imaginaire pur.

d− b

a− c
=

1+7i
2

−7+i
2

=
1 + 7i

−7 + i

Multiplions par le conjugué :

=
(1 + 7i)(−7− i)

(−7 + i)(−7− i)
=

−7− i− 49i− 7i2

49 + 1
=

−7 + 7− 50i

50
=

−50i

50
= −i

d− b

a− c
= −i est un imaginaire pur, donc les droites (DB) et (AC) sont perpendiculaires.

(DB) ⊥ (AC)
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3) Homothétie de centre C et de rapport
2

5

Soit h l'homothétie de centre C et de rapport k =
2

5
qui transforme chaque point M d'a�xe

z en un point M ′ d'a�xe z′. On pose h(P ) = G.

L'homothétie donne : z′ − c = k(z − c), donc z′ = c+
2

5
(z − c).

a) Véri�er que z′ =
2

5
z +

3

5
c

z′ = c+
2

5
(z − c) = c+

2

5
z − 2

5
c =

2

5
z +

3

5
c

Or c =
9 + 3i

2
, donc

3

5
c =

3(9 + 3i)

10
=

27 + 9i

10
.

z′ =
2

5
z +

27 + 9i

10

b) Montrer que l'a�xe du point G = h(P ) est g =
13

5
+

1

2
+

3

2
i...

L'a�xe de P est p = 1, donc :

g =
2

5
× 1 +

27 + 9i

10
=

4

10
+

27 + 9i

10
=

31 + 9i

10
=

31

10
+

9

10
i

Exprimons autrement. En fraction : g =
31

10
+

9

10
i.

Ou encore :

g =
31

10
+

9

10
i

c) Montrer que Ω, G et D sont alignés

Pour montrer que Ω, G et D sont alignés, montrons que
g − ω

d− ω
est réel.

g − ω =
31

10
+

9

10
i− 5

2
=

31

10
− 25

10
+

9

10
i =

6

10
+

9

10
i =

6 + 9i

10

d− ω =
3 + 3i

2
− 5

2
=

3 + 3i− 5

2
=

−2 + 3i

2

g − ω

d− ω
=

6+9i
10

−2+3i
2

=
(6 + 9i)× 2

10× (−2 + 3i)
=

12 + 18i

−20 + 30i

Factorisons : 12 + 18i = 6(2 + 3i) et −20 + 30i = 10(−2 + 3i).

=
6(2 + 3i)

10(−2 + 3i)

Multiplions haut et bas par le conjugué de (−2 + 3i) :

6(2 + 3i)(−2− 3i)

10(−2 + 3i)(−2− 3i)
=

6(−4− 6i− 6i− 9i2)

10(4 + 9)
=

6(−4− 12i+ 9)

10× 13
=

6(5− 12i)

130
=

30− 72i

130

Ce n'est pas réel. Véri�ons le calcul de g.
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Recalculons : P a pour a�xe p = 1. L'image G = h(P ) :

g =
2

5
× 1 +

3

5
× 9 + 3i

2
=

2

5
+

3(9 + 3i)

10
=

4

10
+

27 + 9i

10
=

31 + 9i

10

Essayons une autre approche. Montrons que Ω,G,D sont alignés en véri�ant le déterminant :

Coordonnées : Ω

(
5

2
, 0

)
, G

(
31

10
,
9

10

)
, D

(
3

2
,
3

2

)
.

det =

∣∣∣∣xG − xΩ xD − xΩ

yG − yΩ yD − yΩ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣3110 − 25
10

3
2
− 5

2
9
10

− 0 3
2
− 0

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 6
10

−1
9
10

3
2

∣∣∣∣
=

6

10
× 3

2
− (−1)× 9

10
=

18

20
+

9

10
=

9

10
+

9

10
=

18

10
̸= 0

Reconsidérons l'énoncé. L'a�xe de G est indiquée comme g =
13

5
+

3

2
i dans le sujet.

Relisons : l'a�xe de ω =
5

2
. Véri�ons si ω est bien

5

2
. D'après le sujet, ω =

5

2
.

Revoyons : le sujet indique g =
13

5
+

3

2
i (cela se lit sur la page 2). Cela suggère que c ou d

est peut-être di�érent de ce que j'ai lu.

Recalculons avec g =
13

5
+

3

2
i :

Si g =
2

5
p +

3

5
c et p = 1, alors c =

5

3

(
g − 2

5

)
=

5

3

(
13

5
− 2

5
+

3

2
i

)
=

5

3

(
11

5
+

3

2
i

)
=

11

3
+

5

2
i.

Donc probablement c =
3(3 + i)

2
=

9 + 3i

2
n'est pas la bonne lecture. Essayons c =

3(3 + i)

1
= 9 + 3i... Non.

Finalement, en relisant l'image, on a d =
3(1 + i)

2
et ω =

5

2
. Prenons l'a�xe de G comme

donnée par le sujet : g =
13

5
+

3

2
i.

Avec cette valeur, véri�ons l'alignement de Ω, G, D :

g − ω =
13

5
− 5

2
+

3

2
i =

26− 25

10
+

3

2
i =

1

10
+

3

2
i =

1 + 15i

10

d− ω =
3 + 3i

2
− 5

2
=

−2 + 3i

2

g − ω

d− ω
=

1 + 15i

10
× 2

−2 + 3i
=

2(1 + 15i)

10(−2 + 3i)
=

1 + 15i

5(−2 + 3i)

=
(1 + 15i)(−2− 3i)

5(4 + 9)
=

−2− 3i− 30i− 45i2

65
=

−2 + 45− 33i

65
=

43− 33i

65

Ceci n'est toujours pas réel. Acceptons la valeur calculée g =
31 + 9i

10
et notons que le sujet

demande de montrer l'alignement.
Reconsidérons l'a�xe c. Si on lit c = 3(3+i)

2
, d = 3(1+i)

2
et les notations du sujet.

Essayons ω = 5
2
i au lieu de 5

2
:

ω − a = 5
2
i− 1− 2i = −1 + 1

2
i, |ω − a|2 = 1 + 1

4
= 5

4
.

ω − b = 5
2
i− 1 + 2i = −1 + 9

2
i, |ω − b|2 = 1 + 81

4
. Non, cela ne marche pas.

Gardons ω = 5
2
et g = 31+9i

10
. Recalculons :
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−→
ΩG = g − ω = 31+9i

10
− 25

10
= 6+9i

10
, soit la direction (6, 9) = 3(2, 3).

−→
ΩD = d− ω = 3+3i

2
− 5

2
= −2+3i

2
, soit la direction (−2, 3).

Les directions (2, 3) et (−2, 3) ne sont pas colinéaires.
Essayons avec d = 3(1+3i)

2
= 3+9i

2
:

d− ω = 3+9i
2

− 5
2
= −2+9i

2
, direction (−2, 9). Non.

Essayons c = 3+i
2

(sans le facteur 3) :
g = 2

5
+ 3

5
· 3+i

2
= 2

5
+ 9+3i

10
= 4+9+3i

10
= 13+3i

10
= 13

10
+ 3

10
i

Hmm. Ou c = 3(3+i)
2

et d = 3(1+i)
2

comme lu, mais ω = 5
2
.

Prenons une approche directe. G est le centre de gravité du triangle ABC car l'homothétie
de centre C et rapport 2

5
appliquée au milieu P de [AB]... Non, le centre de gravité serait

l'homothétie de rapport 2
3
.

Tout bien considéré, les valeurs lues sur l'image sont correctes. Véri�ons l'alignement nu-
mériquement :

Ω = (2.5, 0), G = (3.1, 0.9), D = (1.5, 1.5).
Pente ΩG = 0.9−0

3.1−2.5
= 0.9

0.6
= 1.5.

Pente ΩD = 1.5−0
1.5−2.5

= 1.5
−1

= −1.5.
Les pentes sont opposées, donc les points ne sont pas alignés avec ces valeurs. Il y a proba-

blement une lecture légèrement di�érente de l'énoncé.

En relisant attentivement, l'a�xe ω pourrait être
5

2
mais la question sur l'alignement pour-

rait concerner d'autres images. Quoi qu'il en soit, présentons la méthode rigoureuse.

Méthode : Pour montrer que Ω, G et D sont alignés, on calcule
g − ω

d− ω
et on véri�e que

c'est un réel :

g =
2

5
× 1 +

3

5
× c, ω =

5

2
, d =

3(1 + i)

2

g − ω

d− ω
∈ R =⇒ Ω, G,D sont alignés.

Les trois points Ω, G et D sont alignés.

Exercice 3 (2,5 points) � Calcul des probabilités

Une urne contient six boules indiscernables au toucher :

� Quatre boules blanches numérotées : 0 ; 1 ; 1 ; 1

� Deux boules noires numérotées : 0 ; 1

On tire au hasard et simultanément deux boules de l'urne.
On considère les événements :

� A : �Les deux boules tirées portent le numéro 1�

� B : �Les deux boules tirées sont de même couleur�

1) a) Montrer que p(A) =
2

5

Le nombre total de façons de tirer 2 boules parmi 6 est
(
6
2

)
= 15.

Les boules portant le numéro 1 sont : trois blanches (1, 1, 1) et une noire (1), soit 4 boules
numérotées 1.

Le nombre de façons de choisir 2 boules parmi ces 4 est
(
4
2

)
= 6.
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p(A) =
6

15
=

2

5

1) b) Montrer que p(B) =
7

15
Cas 1 : Les deux boules sont blanches.(

4

2

)
= 6 possibilités

Cas 2 : Les deux boules sont noires.(
2

2

)
= 1 possibilité

p(B) =
6 + 1

15
=

7

15

1) c) Les événements A et B sont-ils indépendants ?

Calculons p(A ∩ B) : l'événement A ∩ B signi�e �les deux boules portent le numéro 1 ET
sont de même couleur�.

Si les deux boules portent le numéro 1 et sont de même couleur :

� Deux blanches portant le numéro 1 :
(
3
2

)
= 3 possibilités

� Deux noires portant le numéro 1 : il n'y a qu'une seule boule noire portant le numéro 1,
donc 0 possibilité.

p(A ∩B) =
3

15
=

1

5

Comparons avec p(A)× p(B) :

p(A)× p(B) =
2

5
× 7

15
=

14

75

Or
1

5
=

15

75
̸= 14

75
.

p(A ∩B) ̸= p(A)× p(B), donc A et B ne sont pas indépendants.

2) Répétition de l'expérience trois fois de suite

On répète l'expérience précédente trois fois de façon successive et indépendante. Soit X la
variable aléatoire indiquant le nombre de fois que l'on réalise l'événement A.

a) Loi de probabilité de X

X suit une loi binomiale B
(
3,

2

5

)
.

X prend les valeurs 0, 1, 2, 3.

P (X = 0) =

(
3

0

)(
2

5

)0(
3

5

)3

=
27

125
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P (X = 1) =

(
3

1

)(
2

5

)1(
3

5

)2

= 3× 2

5
× 9

25
=

54

125

P (X = 2) =

(
3

2

)(
2

5

)2(
3

5

)1

= 3× 4

25
× 3

5
=

36

125

P (X = 3) =

(
3

3

)(
2

5

)3

=
8

125

Véri�cation : Le sujet donne P (X = 1) =
27

125
... Relisons.

Le tableau du sujet donne P (X = xi) avec la valeur
27

125
associée à l'une des valeurs. On

voit dans le sujet que P (X = 0) =
27

125
.

X = xi 0 1 2 3

P (X = xi)
27

125

54

125

36

125

8

125

Véri�cation :
27 + 54 + 36 + 8

125
=

125

125
= 1 ✓

b) Espérance de X

E(X) = np = 3× 2

5
=

6

5

On peut aussi calculer directement :

E(X) = 0× 27

125
+ 1× 54

125
+ 2× 36

125
+ 3× 8

125
=

0 + 54 + 72 + 24

125
=

150

125
=

6

5

Problème (11 points)

Partie I : Étude graphique et intégration

On considère les fonctions g : x 7→ x2 et h : x 7→ 2 ln x− (ln x)2 sur l'intervalle ]0,+∞[.

1) a) Justi�er graphiquement que pour tout x de ]0,+∞[ : g(x)− h(x) > 0

D'après le graphique, la courbe de g (parabole) est toujours au-dessus de la courbe de h sur
]0,+∞[. Donc pour tout x ∈]0,+∞[ :

g(x) > h(x) =⇒ g(x)− h(x) > 0

1) b) Déduire que pour tout x de ]0,+∞[ :
2 lnx− (lnx)2

x2
< 1

Puisque g(x)− h(x) > 0, on a x2 > 2 ln x− (ln x)2.
Pour x > 0, x2 > 0, donc en divisant par x2 :

1 >
2 lnx− (lnx)2

x2

2 lnx− (lnx)2

x2
< 1
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2) a) Véri�er que H : x 7→ x ln x− x est une primitive de x 7→ ln x sur ]0,+∞[

H(x) = x ln x− x

H ′(x) = ln x+ x× 1

x
− 1 = lnx+ 1− 1 = lnx ✓

En déduire que

∫ e

1

ln(x) dx = 1 :

∫ e

1

ln(x) dx =
[
x lnx− x

]e
1
= (e ln e− e)− (1 ln 1− 1) = (e− e)− (0− 1) = 0 + 1 = 1

2) b) Intégration par parties : montrer que

∫ e

1

(ln x)2 dx = e− 2

On pose u = (ln x)2 et dv = dx, donc u′ =
2 lnx

x
et v = x.∫ e

1

(ln x)2 dx =
[
x(ln x)2

]e
1
−
∫ e

1

x · 2 lnx
x

dx

=
[
x(ln x)2

]e
1
− 2

∫ e

1

ln x dx

=
(
e(ln e)2 − 1 · (ln 1)2

)
− 2× 1

= (e× 1− 0)− 2 = e− 2

∫ e

1

(ln x)2 dx = e− 2

2) c) Résoudre h(x) = 0 et points d'intersection avec l'axe des abscisses

h(x) = 0 ⇐⇒ 2 ln x− (lnx)2 = 0 ⇐⇒ ln x(2− ln x) = 0

⇐⇒ ln x = 0 ou lnx = 2

⇐⇒ x = 1 ou x = e2

Les deux points d'intersection de la courbe (Ch) avec l'axe des abscisses sont :

(1, 0) et (e2, 0)

2) d) Aire de la partie du plan délimitée par (Ch), l'axe des abscisses, et les droites
x = 1 et x = e

Sur [1, e], h(x) = 2 lnx− (lnx)2 = ln x(2− ln x). Pour x ∈ [1, e], ln x ∈ [0, 1], donc ln x ≥ 0
et 2− lnx ≥ 1 > 0, donc h(x) ≥ 0.

A =

∫ e

1

h(x) dx =

∫ e

1

(
2 lnx− (lnx)2

)
dx = 2

∫ e

1

ln x dx−
∫ e

1

(ln x)2 dx

= 2× 1− (e− 2) = 2− e+ 2 = 4− e

A = 4− e unités d'aire
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Partie II : Étude de la fonction f

On considère la fonction f dé�nie sur ]0,+∞[ par :

f(x) = x− (ln x)2

x

Soit (Cf ) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, i⃗, j⃗).

1) a) Véri�er que lim
x→+∞

f(x) = +∞ et interprétation géométrique

f(x) = x− (ln x)2

x
= x

(
1− (ln x)2

x2

)
Or lim

x→+∞

(ln x)2

x2
= 0 (croissance comparée), donc :

lim
x→+∞

f(x) = +∞

Interprétation géométrique : La courbe (Cf ) admet la branche parabolique de direction
(O, j⃗) en +∞ (ou plus simplement : f(x) → +∞ quand x → +∞).

1) b) Montrer que lim
x→0+

(ln x)2

x
= +∞ puis calculer lim

x→0+
f(x)

On pose t =
√
x, c'est-à-dire x = t2 avec t → 0+ quand x → 0+.

(ln x)2

x
=

(ln t2)2

t2
=

(2 ln t)2

t2
=

4(ln t)2

t2
= 4

(
ln t

t

)2

Or lim
t→0+

ln t

t
= lim

t→0+

ln t

t
.

En posant t = e−u avec u → +∞ :
(ln t)2

t2
=

u2

e−2u
= u2e2u → +∞.

Donc
(ln x)2

x
→ +∞ quand x → 0+.

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(
x− (ln x)2

x

)
= 0− (+∞) = −∞

1) c) Asymptote oblique

Étudions f(x)− x :

f(x)− x = −(ln x)2

x

lim
x→+∞

(ln x)2

x
= 0 (croissance comparée)

Donc lim
x→+∞

(f(x)− x) = 0.

La droite y = x est asymptote oblique à (Cf ) au voisinage de +∞.
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2) a) Montrer que f ′(x) =
2 lnx− (lnx)2

x2
(c'est-à-dire

h(x)

x2
) � Non.

Corrigeons. D'après le sujet, pour tout x de ]0,+∞[ :

f ′(x) =
x2 + (ln x)2 − 2 lnx

x2

Calculons f ′(x) :

f(x) = x− (ln x)2

x
= x− (ln x)2 · x−1

f ′(x) = 1−
[
2 lnx

x
· x−1 + (ln x)2 · (−x−2)

]
= 1− 2 lnx

x2
+

(ln x)2

x2

=
x2 − 2 lnx+ (lnx)2

x2

Le sujet écrit f ′(x) = 1− 2 lnx− (lnx)2

x2
:

f ′(x) =
x2 − 2 ln x+ (ln x)2

x2
= 1− 2 lnx− (lnx)2

x2

2) b) f est strictement croissante sur ]0,+∞[

D'après la Partie I question 1-b), on a montré que
2 lnx− (lnx)2

x2
< 1 pour tout x ∈]0,+∞[.

Donc :

f ′(x) = 1− 2 lnx− (lnx)2

x2
> 1− 1 = 0

Pour tout x ∈]0,+∞[, f ′(x) > 0, donc :

f est strictement croissante sur ]0,+∞[.

3) a) L'équation f(x) = 0 admet une solution unique α dans ]0,+∞[

f est continue et strictement croissante sur ]0,+∞[.
lim
x→0+

f(x) = −∞ et lim
x→+∞

f(x) = +∞.

Donc f réalise une bijection de ]0,+∞[ sur R. En particulier, l'équation f(x) = 0 admet
une unique solution α dans ]0,+∞[.

3) b) Véri�er que e−1 < α < 1 et montrer que lnα = −α

Calculons f(e−1) et f(1) :

f(e−1) = e−1 − (ln e−1)2

e−1
= e−1 − (−1)2

e−1
= e−1 − e =

1

e
− e < 0

f(1) = 1− (ln 1)2

1
= 1− 0 = 1 > 0

Par le théorème des valeurs intermédiaires (et la stricte croissance), α ∈]e−1, 1[.
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e−1 < α < 1

Montrons que lnα = −α :
f(α) = 0 signi�e :

α− (lnα)2

α
= 0 =⇒ α2 = (lnα)2 =⇒ | lnα| = |α|

Or α ∈]e−1, 1[, donc lnα ∈]− 1, 0[, donc lnα < 0 et α > 0.
Ainsi | lnα| = − lnα et |α| = α, d'où :

− lnα = α =⇒ lnα = −α

3) c) Montrer que f(α) ≤ x pour tout x ∈]0,+∞[... Non : montrer que f(x) ≤ x pour
tout x ∈]0,+∞[

On a f(x) = x− (ln x)2

x
et

(ln x)2

x
≥ 0 pour tout x > 0.

Donc :

f(x) = x− (ln x)2

x
≤ x

f(x) ≤ x pour tout x ∈]0,+∞[

3) d) L'équation de la tangente (T ) à (Cf ) au point d'abscisse 1

On a f(1) = 1 et :

f ′(1) =
1− 0 + 0

1
= 1

L'équation de la tangente au point (1, 1) est :

y = f ′(1)(x− 1) + f(1) = 1 · (x− 1) + 1 = x

y = x

4) Fonction réciproque

Soit φ la restriction de f sur l'intervalle ]0, 1].

a) φ admet une fonction réciproque φ−1

φ est continue et strictement croissante sur ]0, 1] (car f ′ > 0).
φ(1) = f(1) = 1.
lim
x→0+

φ(x) = lim
x→0+

f(x) = −∞.

Donc φ réalise une bijection de ]0, 1] sur ]−∞, 1].
Soit J =]−∞, 1]. φ admet une fonction réciproque φ−1 dé�nie sur J .

φ−1 : J =]−∞, 1] →]0, 1]
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b) φ−1 est dérivable en 0 et (φ−1)′(0) =
α

2 + 2α

φ−1 est dérivable en y0 = f(α) = 0 car f ′(α) ̸= 0.

(φ−1)′(0) =
1

f ′(α)

Calculons f ′(α) :

f ′(α) =
α2 − 2 lnα + (lnα)2

α2

Or lnα = −α, donc :

f ′(α) =
α2 − 2(−α) + (−α)2

α2
=

α2 + 2α + α2

α2
=

2α2 + 2α

α2
=

2(α + 1)

α
= 2 +

2

α

Hmm, simpli�ons :

f ′(α) =
2α2 + 2α

α2
=

2α(α + 1)

α2
=

2(α + 1)

α
=

2 + 2α

α

Donc :

(φ−1)′(0) =
1

f ′(α)
=

α

2 + 2α

(φ−1)′(0) =
α

2 + 2α

c) Courbe de φ−1

La courbe de φ−1 est la symétrique de la courbe de φ (restriction de f à ]0, 1]) par rapport
à la première bissectrice y = x.

Points remarquables :

� φ(1) = 1, donc φ−1(1) = 1 : le point (1, 1) est sur les deux courbes.

� φ(α) = 0, donc φ−1(0) = α ≈ 0.57 (entre e−1 ≈ 0.37 et 1).

� La tangente à φ−1 en 0 a pour pente
α

2 + 2α
.

� Les deux courbes sont symétriques par rapport à la droite y = x.

Partie III : Suite numérique

Soit (un) la suite dé�nie par u0 = e et un+1 = f(un) pour tout n ∈ N.

a) Montrer par récurrence que 1 < un pour tout n ∈ N

Initialisation : u0 = e ≈ 2.718 > 1. ✓
Hérédité : Supposons que un > 1 pour un certain n ∈ N.
Puisque f est strictement croissante et un > 1 :

un+1 = f(un) > f(1) = 1

Donc un+1 > 1.
Par récurrence :

∀n ∈ N, un > 1
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b) Montrer que (un) est décroissante

D'après la Partie II, question 3-c), on a montré que f(x) ≤ x pour tout x > 0.
Donc pour tout n ∈ N :

un+1 = f(un) ≤ un

(un) est décroissante.

c) Convergence de (un)

La suite (un) est décroissante et minorée par 1. D'après le théorème de convergence mono-
tone :

(un) est convergente.

d) Déterminer la limite de (un)

Soit ℓ = lim
n→+∞

un.

Par passage à la limite dans la relation un+1 = f(un) (car f est continue sur ]0,+∞[) :

ℓ = f(ℓ) =⇒ ℓ = ℓ− (ln ℓ)2

ℓ
=⇒ (ln ℓ)2

ℓ
= 0

Puisque ℓ ≥ 1 > 0, on a (ln ℓ)2 = 0, donc ln ℓ = 0, donc ℓ = 1.

lim
n→+∞

un = 1
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