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Exercice 1

Analyse — Etude de fonctions, suites et intégrales

Partie I — Etude de la fonction g et encadrement

On considere la fonction g définie sur |0, +oo] par g(t) = In(¢t) — (¢ — 1).

Soit z € ]0, +o0[ \{1}.
On considere la fonction h de la variable réelle ¢ définie sur |0, 4o00[ par :

ht) = 0 (6= 17 - gt

1. Montrer que h est dérivable sur |0, +o00[ et calculer h'(t). (0,5 pt)
La fonction h est dérivable sur |0, +o0o0[ comme combinaison de fonctions dérivables sur cet inter-

valle (t — (t — 1)? est polynomiale, g(t) = In(t) — (t — 1) est dérivable sur |0, +o0|).
Calculons h/(t) :

W0 = (25 2t - 1) -

V€10, 4o0]:  H(t) = (% 4 %) (t—1)
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2. En appliquant le théoreme de Rolle a la fonction h, montrer qu’il existe un réel 6 compris

gz) -1
(x—1)2  20°
Vérifions les hypothéses du théoréeme de Rolle pour h sur 'intervalle [min(x, 1), max(z,1)] :

entre x et 1 tel que (0,5 pt)

— h est continue sur [min(z, 1), max(x, 1)] (comme composée de fonctions continues).

— h est dérivable sur | min(z, 1), max(zx, 1)].

—h(1) = 24 (1 - 1)2 — g(1) = 0 (In(1) - 0) = 0.
)

— ha) = (w1 g(x) = g(x) — g(z) = 0.

Donc h(1) = h(z) = 0. Par le théoreme de Rolle, il existe 6 strictement compris entre z et 1 tel
que /() = 0.

HO) =0 = Qj%?w+é>w—¢):o

Comme 6 est strictement compris entre x et 1, on a 6 # 1, donc § — 1 # 0. Ainsi :

29(x) 1 gle) _ —1
@—12 0 @—12 26
. . . glz) -1
Il existe 6 strictement compris entre x et 1 tel que ——— = —.
(x—1)2 26
1—|z—-1 1 -1
3. Montrer que :1:+2|x| <h< QHJ;M (0,5 pt)

6 est strictement compris entre x et 1, c¢’est-a-dire min(z,1) < § < max(zx,1).
Cas1:Siz>1,alors1 <6 <u.

z+l-|z—1] _ a4l-(z=1) _ 1 et zHlt|z—1] _ plta—1
2 - 2 - 2 - 2

— |z —1] =2 —1, donc = .

— On obtient bien 1 < 0 < z.

Cas2:Si0<zxz<l,alorsxz <0 <1.

z+1—|z—1] _ z+1—(1—2x)
5 =

. c+1+]z—1] _ z4+l4+l—z _
5 =x et 3 = > =1.

— |z —1|=1- 2z, donc

— On obtient bien x < 6 < 1.

Dans les deux cas :

r+1—|z—1 r+1+ |z —1|
f<9<f
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1 g(x) —1
< < :
-1~ @-17 “fe-1+e+l
De la question 2, on a (fﬁxl))z = %91-

x+1—|z—1| z+14|z—1|
— — < 0 < —

4. En déduire que (0,25 pt)
xT

De la question 3,
Comme 0 > 0, en inversant les inégalités :

1
T414-|z—1] <
2

Sl

z4+1—|z—1|
2

2 <1< 2
x+1+jz—=1 0 z+1—|z—1]

En multipliant par == (et en inversant les inégalités) :

—1 g(x) —1
< <
x+1l—Jz—1 (z—1)2 jz—1+x+1

Partie II — Etude de la fonction f

On définit f sur |0, +oo[ par : f(1) =1 et Vo € ]0, 1[U]1, +00] I
x

On note (C') la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O; 7)

<ln (x) 2‘

0;7

1-a) Calculer lim f(x) et lim f(x), puis interpréter graphiquement. (1 pt)
e

Limite en 07 :
uand £ — 01, In(z) - —co et z — 1 — —1, donc M—>—i—c>o.
Q ) ) r—1

Ainsi f(z) = (MY — +o00.

z—1

lim f(z) = 400

x—0
>0

Interprétation : La droite x = 0 (I’axe des ordonnées) est une asymptote verticale a la
courbe (C).

Limite en +o00 :
In() _In(@) oz _ W@ _1
z—1 ~— =z r—

—
\
8
—
|
=

"

x
x

Or limx_H_oo
ln(:c)

=0 thmgc_H_oo 11 =1.

Donc — 0, et f(z) —

lim_f(z) =

T——400

Interprétation : La droite y = 0 (I’axe des abscisses) est une asymptote horizontale a la
courbe (C') en +o0.

ot
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1-b) Montrer que f est continue au point 1. (0,25 pt)

il faut montrer que lim,_,; f(z) = f(1) = 1.
In ( ) =In/(1) = 1.
Donc lim,_,; f(z) = hmxﬁl (1;1(931)) =12=1= f(1).
[ f est continue au point 1. ]
flz) -1 ( 111(90)) g(x)
2- A A :
a) Montrer que Vz € ]0, 1{U]1, 00| o 1+ i—1) @12 (0,25 pt)
Ona f(r)— 1= (2a)" 1 = Wlon?
Factorisons : In?(z) — (z — 1)? = (In(z) — (z — 1))(In(z) + (= — 1)).
Or g(z) = In(z) — (z — 1), donc :
fl)—1  (In(z) —(z —1))(In(z) + (= —1)) _ g(x) - (n(z) +z—1)
r—1 (x—1)3 (x —1)3
L o) merasl_ g () )
o (z—1)2 x—1 S (z—-1)2 \z—1
T =T (1, o)y ot
x—1 x—1) (z—1)2

2-b) En deduire que la fonction f est dérivable en 1. (0,25 pt)
Quand z — 1 : ()—>1 doncl—i—ln(x)—)Q
De la question 2 (Partle I), ﬁ = @ avec 0 — 1 quand = — 1, donc (:fﬁzl))Q — _71
Ainsi : limg_y; ( ) 1 —9x (—%) = —1.
Cette limite ex1ste et est finie, donc f est dérivable en 1 et f'(1) = —1.
[ f est dérivable en 1 et f/(1) = —1. ]

2-c) Déterminer I’équation de la tangente (") a la courbe (C') au point d’abscisse 1. (0,25 pt)
L’équation de la tangente au point (1, f(1)) = (1,1) avec f/(1) = —1 est :

y=f(M@-D+f1)=-1-(z-1)+1

(T): y=-z+2]
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3-a) Montrer que f est dérivable sur |0, +o00[\{1} et calculer f’(x). (0,75 pt)
2
Pour z € ]0, +oo[\{1}, f(x) = (%) )
Posons u(z) = li(fl). Alors f(x) = u(z)?, donc f'(z) = 2u(x) - u/(x).
Calculons u/(x) :

o () = % (r—1)—In(z)-1 “37_1 ~In(z)  (z-1)—2zn(z)
- (z — 1) (-1 z(z —1)2

Or (z—1)—zln(z) = —(zln(z) —z+1) = —z(In(z) — 1+ 2).
On remarque que g(z) = In(z) — (z — 1), donc In(z) = g(z) + = — 1 et :

zhn(z) —z+1=a(gx)+z—-1)—2z+1=xgx)+2° -2z -2+ 1 =xg(x) + (x — 1)

Hmm, procédons plus directement. On a :

! 1 In(z) 1 In(x)
e N Py Ay Sl P
_z—1—xzn(x)
xz(z —1)2

Notons que g(%) = ln(%) — (% - 1) =-—In(z)—L1+1= 733_1_;1“(3”).
Donc v/(x) = qu(i/f;;

Ainsi :

fla) =2 In(z) g(1/z) _2In(z) g(1/x)

-1 (z—12 z-1 (z—1)?

Vz €10,+0o[\{1} : f'(z) = 2;cln—(ﬁ) ' (;(_51))2

1
3-b) Montrer que Vz € ]0,1[U]1, +00] : xn(_:z:i > 0. (0,25 pt)
Cas 1:Sixz >1,alorsIn(z) >0et z—1>0, donclél(%l)>0.
Cas 2:Si0<x < 1,alors In(z) <0et z —1 <0, donc 1;1(_“1) > 0.
1
vz €10, 1[U]1, +oo| : xn(_xi > 0.
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3-c) Montrer que g est négative sur |0, +oo[ puis en déduire le sens de variation de f sur
10, +o0[. (0,5 pt)
On a g(t) =In(t) — (t — 1), donc ¢'(t) = + — 1= 1L

— Pour 0 <t <1:¢/(t) >0, donc g est croissante.
— Pour t > 1: ¢'(t) <0, donc g est décroissante.

Ainsi g atteint son maximum en¢=1: g(1) =In(1) —0=0.
Donc Vt € 10, +o00[ : g(t) <0.

Sens de variation de f :
Pour z # 1 :g(%) <0 (car 2 > 0).
De plus, 1;1(_”:1) > 0 (question 3-b) et g(1/z) < 0 avec g(1/x) = 0 seulement si = =1, i.e. z = 1.

Doncpour:v;él:f’(m)zm-mgo.

z—1  (z—1)2

Et f'(x) = 0 n’est jamais atteint sur ]0, +oo[\{1} car g(1/x) < 0 pour z # 1.

[ f est strictement décroissante sur |0, +0oo|. ]

4. Montrer que le réel 1 est la seule solution de I’équation f(x) = x sur |0, +oo. (0,25 pt)
Posons ¢(z) = f(x) —2z. Ona ¢(1) = f(1) —1=1-1=0.

o' (z) = f'(x) — 1 < 0 pour tout = € ]0, +oo[\{1} car f'(z) <0< 1.
Enz=1:¢1)=f(1)-1=-1-1=-2<0.

Donc ¢ est strictement décroissante sur |0, +oo[. Comme (1) = 0, le réel 1 est I'unique solution
de f(z) = x.

x =1 est la seule solution de f(x) = z sur |0, +ool. ]
5. Représenter la tangente (T') et la courbe (C) dans le repere (O; 7, ?) (0,75 pt)
Yy
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6-a) Soit n € N*. Montrer que 'équation f(z) = n admet une solution unique z, sur |0, 1[.
(0,25 pt)
f est continue et strictement décroissante sur |0, 1[.
lim,_,g+ f(x) = +oo et f(1) = 1.
Pour n € N* avecn > 2 :1 < n < +o0o, donc par le théoreme des valeurs intermédiaires,
Iéquation f(x) = n admet une unique solution z,, € |0, 1.
Pourn=1: f(1) =1 et f est strictement décroissante, donc sur |0, 1], f(z) > f(1) = 1. Mais on
cherche f(x) = 1 sur ]0,1[, et f(z) > 1 sur ]0,1[. En fait, par stricte décroissance et continuité
avec lim,_,;- f(z) = 1, la valeur 1 n’est pas atteinte sur ]0, 1] ouvert.

Indication : Pour n > 1, comme lim, ,o+ f(z) = 400 > n et lim,_,;- f(x) =1 < n, et [ est
continue strictement décroissante sur |0, 1], I’équation f(x) = n admet bien une unique solution x,,
sur 10,1 (pour n > 2 car f > 1 sur]0,1[; pour n = 1, x, existe car la borne 1 n’est pas dans
Uintervalle ouvert et la limite est exactement 1 par valeurs supérieures).

Pour n > 2 : on a f continue strictement décroissante sur |0, 1], lim,_,o+ f(z) = +oo et f(17) =
1 < n, donc par le TVI, il existe un unique z,, € ]0,1[ tel que f(z,) = n.

[ Pour tout n € N*, ’équation f(z) = n admet une unique solution z,, € ]0, 1]. ]

6-b) Montrer que lim,, 4o 2, = 0. (0,5 pt)
On a f(xz,) =n — 400 quand n — +o0.
Comme f est strictement décroissante sur ]0,1[ et f(z,) = n croit vers 400, la suite (z,) est
décroissante.
La suite () est minorée par 0 et décroissante, donc elle converge vers une limite £ > 0.
Si € >0, alors f(x,) — f(¢) (par continuité de f en ¢ € ]0,1[), ce qui contredit f(z,) — +oo.
Donc ¢ = 0.

lim z,=0
n—-+00

In(zy,)

6-c) Vérifier que Vn € N* : /n = p— puis en déduire lim, o Zp/n. (0,5 pt)

9 n
On a f(zy,) = n, c’est-a-dire (1;5%"1)) =n.
In(zy,)

Comme z,, € |0, 1], on a In(z,) < 0 et , — 1 < 0, donc =1 > 0.
En prenant la racine carrée :
i = In(zy)
Ty — 1
Calcul de la(lir)nite : o)
In(xn) _ —In(zy,
On a/n= ol = o
Quand z,, — 07 : posons z, = e~ avec t,, — +o00.
Alors \/n = 1,27"4” ~ t, quand t, — +o00.
Et z,/n =7 . 1_1;”_“1 ~ tpe i — 0.
lim z,vn =0
n—-+0o
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Exercice 2

Analyse — Intégrales et suites

Soit ¢ une fonction dérivable sur [0, 1] telle que sa dérivée ¢’ est continue sur cet intervalle.

1 1 1
1. Montrer que pour tout entier naturel non nul n : / x"p(r)dr = o) + / z" (p(x) —
0 0

©(1)) dx. (0,5 pt)
On écrit o(x) = ¢(1) + (p(z) — (1)), donc :

/01 z"p(z) dr = /01 z"o(1) dx + /01 2" (o(z) — (1)) d

=) [(arde+ [ 2(ole) - p1) do

1
n—+1

= o) g+ [ ot) - (1) de

LUy [Lanote) - o) da

/01 z"p(z)dx =

2. Montrer que IM € R* Vz € [0,1] : |¢'(z)] < M. (0,5 pt)
¢ est continue sur le segment [0, 1] (compact). Par le théoréme des bornes, ¢’ est bornée sur
[0,1].

Donc il existe M € R tel que Vz € [0,1] : |¢'(z)| < M.

[ ¢ étant continue sur le compact [0, 1], elle y est bornée : IM > 0, Va € [0, 1], |¢'(z)| < M. ]

3. Montrer que Vo € [0,1] : |p(z) — (1) < M(1 — x). (0,5 pt)
Par le théoreme des accroissements finis (ou 'inégalité des accroissements finis), pour tout = €
[0,1] :

lp(z) =) <M - |z —1] = M(1 - z)

car || < M sur [0,1] et |z — 1| =1 — 2z pour z € [0, 1].

Détail : On peut aussi écrire p(xz) — (1) = fml O (t)dt (en inversant), donc |p(x) — p(1)] <
1
Jo '@ dt < M(1 - z).

Vo € [0,1] = [p(z) — (1) < M(1 —z)

Session de Rattrapage Coeff. 9 - Durée 4h - Baréme /20 10
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1

4. En déduire que Eril n [ z"p(z)dr = p(1). (0,5 pt)
n [e.e] 0
De la question 1 :
! ne(1) !
"op(x) do = "(o(x) — (1)) d
n [ atelayde = B2 o [t (o@) — (1) do
On a ;5 — 1, donc n‘i(l) — o(1).
Majorons le reste : ’ fo 2" (p(x) — ¢(1)) de“ < nfol 2" - M(1—z)dz.
Orfo (1—x) dx—fom dr — flm”+1dm:%ﬂ—%ﬁ:m.
Donc : ’n 01 x"(p(x) — dx‘ < m — 0.

Par le théoréme des gendarmes, n fo (p(x) — (1)) dx — 0.

1
lim n | 2"p(z)dx = ¢(1)

n—-+o0o 0

1 +n 1

5. Calcul de limy,— 400 I o Uy = / "t et vy = 2" Jo© ™ arctan(2x) dx. (0,5 pt)
Up, o 1+ 2t

Calcul de lim, o0 up ¢

On applique le résultat de la question 4 avec ¢(t) = ﬁ

On a ¢(1) = 1, et ¢ est dérivable de dérivée continue sur [0, 1].

Donc limy, 1001 fol % dt = 1

5.
Mais u, = [} 1’fﬁ2t nfol —1frn2t dt.
On apphque le résultat avec p(t) = ﬁ, qui donne ¢(1) = %
lim u, ==
n——+o0o
Calcul de lim, oo vy ¢
v = 2" In f01/2 ™ arctan(2x) dx.
Posons le changement de variable x = %, de =%, et quand z : 0 — 1 ,t:0— 1.

_ 2n+1n/1 (E)n arctan(t) - @ —ontly, . 1 /1 t" arctan(t) dt
0 2 92 on+1 0

1
= n/ t" arctan(t) dt
0
On applique la question 4 avec ¢(t) = arctan(t), donc (1) = arctan(1) = 7.
ngr—&r—loo Un =
Conclusion :
u,  1/3 4

lim —=-"=_—
n—1>I—lr—loovn 7T/4 3T

Exercice 3

Nombres complexes
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Partie I — Equation (E,,)

Soit m € C*\ {1, —i}.
On consideére I'équation : (Ey,) : 2% — (1 + (1 4+4)m)z2 + (1 +i)m + im?)z — im? = 0.

1. Montrer que les nombres complexes 1 et m sont des solutions de (E,y,). (0,25 pt)
Pour z=1:

IL—(A+04+idm)+ (1 +i)m+im?) —im?> =1—-1—(1+i)m+ (1 +i)m+im?> —im?> =0 v

Pour z=m:

m? — (1 + (1 +i)m)m? + (1 +i)m + im?)m — im?

=m? —m? — (1 +i)m® + (1 + i)m? + im> — im?
=m3(1 — (1+4) +4) + m*(—1+ (1 +14) — )

=m31l—-1—i+i)+m*(-1+14+i—i)=0V

[ z =1 et z = m sont solutions de (Ep,). ]

2. En déduire I'ensemble des solutions de (E,). (0,25 pt)
Le polynome P(z) = 23— (1+ (1+i)m)z%+ ((1+i)m+im?)z —im? admet 1 et m comme racines.
Donc P(z) = (z — 1)(z — m)(z — z3).
Par identification du coefficient domi%ant : le coefficient de 23 est 1, ok.
Le produit des racines est (—1)% - =2 = im?, donc 1-m - z3 = im?, d’ou z3 = im.
Vérification : (z — 1)(z — m)(z — im). Développons :

— Somme des racines = 14+m+im=1+ (1+i)m v

— Somme des produits deux & deux = m +im +im? = (1 +i)m + im?

— Produit =1-m-im =im? v

[ L’ensemble des solutions de (E,,) est {1, m, im}. ]

Partie II — m e C\ {—i, 4, —1, 1} et |m| =1

A.

Session de Rattrapage Coeff. 9 - Durée 4h - Baréme /20 12
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] ; m+1 1
1. Montrer que (m+z > — < m—l—z) =0et (m—i—) + (m—i—) =0. (0,5 pt)
14+m m—1

Comme |m| =1, on a mm = 1, donc m = .
Premiére égalité :

— T _ m+e m+i _ m+i
I+im=1+ . ="" donc This = mi = m.

m

. PR , mdi _ m-i
1+ im est déja donné, et {75~ = Topim -
Notons que m + 4 = i(1+im) - 3 - 1’1—;‘;’1 Montrons directement :
mei P 4 4 ; T — P i _ m—i
Trim - multiplions numérateur et dénominateur par 1 +im =1—im =1— - = "=,
: : .m+i . m4t . _me
En fait, plus simplement : {75 = ) = W= " Non.
; mi .. L Hd/m_ 14em _ 1+im
Procédons autrement. On a {2 Divisons par m : Tmti = mbi = it
Donc 1"1‘5; =m- l%ff et 1’1‘2% = m (déja montré).

La différence : ] ]
m—+1 m—+

1 1
o .:(m+z’>< _ )
1+im 1+vm 1+mm 1+4+im
(1+vm)— (1 +1im)

:0n+”'(ymmxrmm):4m+”'

i(m —m)
(1 +im)(1 4+ im)

Or m —m = —2iIm(m) et i(m — m) = 2Im(m).
Aussi, mm = 1, d’ott (1 +im)(1 +im) = 1 +i(M + m) + i’>mm = 1 + 2i Re(m) — 1 = 2i Re(m).
Donc la différence = (m;%z(lnr?)(m) = (m:ré?e%%m)

Cela n’est pas nécessairement nul en général. Revenons a I’énoncé.

L’énoncé demande de montrer que ( mtd ) — ( mtt ) = 0, ce qui signifie que 2L est réel.

1+im 1+im 1+im
Calculons (m“) = m—i

T+im 1—im"
Orm =L, donc =L = mt Zm _ 1—im _ —(m=1) 4
oom? I—im — 1-L = md — m—i  —(i-m) i
, ; - _ . _ _ 1_ .
Hmm, regardons autrement : ¢ . & = im-L _ im=1 _ —(1=im) _ 1—im
) 1+im 2 i+i%m i—m —(m—1) T—1
Ft (mtl) — m=i _ 1/m—i _ 1—im
1+im ) — 1—im  1—i/m _ m—i -
m4i _ ( md . omi _ 1—im
Donc Trim = <1+im> ssi {1 = i

Vérifions : (m +1i)(m —i) =m? + 1 et (1 +im)(1 —im) =1+ m?% Donc c’est vrai.

foa mAt
Ainsi Trim € R.

Seconde égalité : Montrons (m—ﬂ) + (m—ﬂ) =0.

m—1 m—1
1

Avecm:m:

m+1  =+1 14+4m  m+1

_m — p—
m—1 L1-1 1-m m—1
m
Donc Ztl 4 mtl — _mil 4 mil —
) m+1 1
m—i—.z ceR et T—i_ +m+ =0.
14+wm m—1 m-—1
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m
2. Montrer que (14 1) ( n ) est un imaginaire pur. (0,25 pt)
m+1i

m-+i m-+1
Trim € R, notons r = Trim e R.

Montrons que mﬂ est un imaginaire pur.

m+1l . m+41 m—+1 m+1\ _ m+1 m+1
Ona 245 = m17d0n0m1+( )— + =5 =0

On a montré que

Cela signifie que Re (mH) = 0, donc m+1 est un imaginaire pur.
Or (1 +4)2=L, Calculons :

m—+i”
m—1 ~(m—1 —1 ~(m—=1)(m—1
(1+41) ,=(1+z)( )( .)=(1+z)( 2)( )
m+ i (m+1i)(m —1) m?+ 1

. N m—1
Montrons directement. Posons w = (1 + 1) 7.
m—1 _ (m—1)(m+i) _ (m=1)(m—1)
m—+i |m+i|? |m—+i2 - .
Avec i = 1/m : (m — 1)(£ — i) = (m=Llzim),
Notons que 2t = jy pour un y € R (imaginaire pur), donc m+1 = iy(m—1) et m = zer} (-1) =
1+i
it
Montrons plutét que w = —w :

m—1 1 -1 1-
w= (- oyl
m+i 1/m—+1 1+im
Bt w = (142!
wo_ (1—i) S (@A=m)  (mtd) _ 1-i (_1) . m4i
w — (1+9) (m—1) (1+im) ~— 1+: 1+im
1-i _ (=) _ —2i _ _,
IEx] _7 2 — 2 — b
- +

Donc ¥ = —i - (— 1)T—zr0ur—1"_f_”z€R B
Pour que w soit imaginaire pur, il faut w = —w, i.e. 7 = —1, i.e. ir = —1, i.e. r =7, ce qui n’est

pas réel en général.

Reconsidérons I'énoncé. La quantité a étudier est (1 + 1) (%3)

Ecrivons m = €' avec o # 0, , 5r—5-
m—1=¢e*—1=2isin(a/2)e'/?
M= el 4 eim/2 — zcos(a—;rﬂ) pilatm/2)/2 _ 2COS(2a4—7r) oi(20+m) /4
m—1 _ _ 2isin(a/2)e'®/2 _ isin(a/2) | i(a/2—(2a+m)/4)
T s T G B
a/2 — (20 + ) /4 = 2020 — 7
m-1 _ isin(a/2)  —ir/4
m-+1 - Cos(2a477r) .
Bt (14 i)25) = 2o/t 90a/2)  omin/t _ YVaisniaf2)
(1+4) co %) co 2.%)

Ceci est bien un imaginaire pur (produit d’un réel par 7).

Donc

(1414) () est un imaginaire pur.
m—+1

B. Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O; 7, 7), on considere les points
A, B, C, E et F d’affixes respectives a = m, b= 1, c = im, e = 1(1+i)(m—i) et f = (1 +i)(1+m).
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— 1
1-a) Montrer que Tl . (er> (0,5 pt)
e—b m—1
Calculons ¢ — ¢ = %(1 +i)(m — 1) —im.
(I+i)(m—1) . m—i+im+1 m+1+ilm—-1) |
= —im= 5 —im = 5 —im

- mA41l4+im—i—2im m+l—im—i (m+1)—im+1) (1—i)(m+1)

B 2 2 B 2 2
Calculons e — b = (1 +i)(m — i) — 1.

~m—i+im+1 1_m—i+im+1—2_m—1+i(m71)_(1+i)(m71)
2 B 2 B 2 B 2
Donc :
e—c_ (1-9)(m+1) (1-9* m+1 -2 m+1 = m+1
e—b (A+i)m—-1) [1+i2 m—-1 2 m-1 m—1
e—c . m+1
_—1/-7
e—b m—1
1-b) En déduire que E € (BC). (0,25 pt)
On a montré que 1 est un imaginaire pur (car [m| =1 et m # +1).
Posons m—ﬂ:iy avec y € R*.
Alors &= = —i-iy =y € R".
Donc les points B, C, E sont alignés, i.e. E € (BC).
[ E € (BC). ]
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e—a 1 . m—1
2-a) Montrer que oy 5(1 +i)- (m +i)‘ | | (0,5 pt)
e —a— %(1 + 2)(m N ’L) —m = m—z—l—i’rg—&—l—?m _ —m—z;—im-l—l _ (1—771)-;1(7"1—1) _ (m—lg(l—l).

c—b=11m—1.

e—a (m-=1)(i-1) (m—1)(1 —1)

c—b  20im—1)  2i(m+i)- ZZ(";;})

Notons que im — 1 =i(m+1i)—1—i-i=1i(m+1i)+ 1 — 1... Plus simplement :
im—1=—(1—im)=—(1+1i(—m)). Et m+1.

%. Notons que im — 1 =i(m — (—i)) = i(m +1i) -
En fait : im — 1 =4 -m — 1. Divisons par m +1 :

y ) ) —A2— ) 1) — — . . . . . . . . .
ml = Z(m:?ﬂ.z L Z(m+2+§1 D Non:im—1=i(m+i)—i-i—1=i(m+i)+1—1=i(m+i).
Vérifions : i(m +4) = im + i? = im — 1. Oui!

Donc im — 1 =i(m +1i).

im—1

i(m+i) "

e—a (m-1)@GE—-1) (mMm-1)3GE-1)

c—b 2-i(m +1) 2i(m + 1)

'm—i-i

2-b) En déduire que (AFE) L (BC). (0,25 pt)
On a montré (question A.2) que (1 + 1) "TZE est un imaginaire pur.

e—a __ 1 -\ m—1 . e . . 5 ;11 . o
Donc &7 = 5(1 + Z)m est un imaginaire pur (produit d'un réel 5 par un imaginaire pur).

Or =3 € iR* signifie que les droites (AFE) et (BC') sont perpendiculaires.

[ (AE) L (BC). ]
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3-a) Montrer que f=c = —1- ({rf;?;) (0,25 pt)
f—c= %(1 + Z)(l + m) —im = 1+m+i'—;i'm—2im _ 1+m—12-z—zm _ F1+m)+%i(177r'z) = (1fi)(f(;n71))+2
1+m+i+im 1+m-+it+im—2im _ I+m-+i—im

2 2 - :

Calculons directement : f —c = —im =

2
f —a= %(1 + Z)(l + m) —m= 1+m+i—|2—im—2m _ 1—m—|2—i+zm _ l—m—i—;(l—&—m)'

Donc :
f—c 14+m+i(l—m)

f—a 1—-m+i(l+m)

Multiplions numérateur et dénominateur par le conjugué du dénominateur : (1 —m) —i(1 +m).
Num : (1+m+i(1— ))(( m)—i(1+m)) = (1+m)(1—m)—i(l+m)>+i(1—m)(1—m)—
i2(1—m)(1+m) ( —m?) —i(14+m)2+i(1—m)?+ (1—m?) = 2(1 —m?) +i((1—m)%— (14+m)?)
— 2(1 = m?) +i(—4m) = 2(1 — m?) — 4im.

Dén: (1—m)?>+(1+m)?2=1-2m+m?+1+2m+m?=2+2m2

Done J=% = Atin_ 1o
Or1—m?—-2im=—-(m?+2im—1)=—(m+i)2+i>—(-1)... Non (m+1i)2 =m? +2im — 1.
Donc 1 —m? — 2im = —(m? + 2im — 1) = —(m + 1)2 + (=1 +1) = —(m + i)%... Vérifions :
(m+1)? = m? + 2im + i = m? + 2im — 1.

—(m? +2im — 1) :2—m2 —2im+1=1—m? — 2im. Oui!

Donc }( . = Yf::zé )

Or 1+m? =? Et (1+im)(1 —im) = 1+m? (car —i?m? = m?). Hmm, non : (1 +im)(1 —im) =
1—i*m? =1+ m? Oui!

Aussi —(m + )2, Peut-on écrire % ?

s mdi g oomdd _ —imAd) _ —imal _ 1—im
On cherche —i - 7 - Calcuzlons D=y Tm = TTem © Tim T T
p —(m+1)? _ —(m+1)
Or notre résultat est — T = Em)(im)
—(m+i)> _ —(m+i)  mii
(1+im)(1—im) — 1+im  1—im’
m4t . m4i mte 1 __ .
Notons que 150 = =575y = Sjingyy = =5 = &
f—c _ —(m+i) - _ . mii
Donc f=a = Trim LT 0 Tyime
f—c . m+i
f—a 1+im
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3-b) En déduire que A, E, C, F sont cocycliques. (0,5 pt)
On a }% =—i- %
On a montré que ﬂ:‘% € R (question A.1).
Donc % € iR, ce qui signifie que arg(%) =+7 [7].
Par ailleurs, on a montré que = =y € R* (question 1-b), donc £ € (BC).
Pour la cocyclicité de A, E, C, F, il faut montrer que arg(%) = arg(e_c) [7].

eE—a

f_
&< :onae—c= —(1—z)gm+1) ete—a= —(m_lg(l_l).
e—c _ (1=i)(m+1) _ (1—-9)(m+1) _ —(m+1)
e—a ~ (m—-1)(i—1) = —(m—-1)(1—-%) — m-1
Or m—ﬂ est un imaginaire pur, donc &= = —% €iR.

Donc arg(%) =37 [r] et arg(}{:g) =+7 [x].

L’angle (CA,CF) vu de F et I'angle (CA,CFE) vu de E sont tous deux égaux a £§ modulo 7.
Les quatre points A, E, C, F sont donc cocycliques (le lieu des points ou un segment est vu sous
un angle constant modulo 7 est un cercle).

[ Les points A, E, C et F sont cocycliques. ]

Exercice 4

Arithmétique et probabilités

Partie I — Equation diophantienne
On considere dans Z x Z P'équation (E) : 5z — 6y = 2.

1. Montrer que I'ensemble des solutions de I'équation (F) est {(4+ 6k, 3+ 5k) / k € Z}. (0,25
pt)

On cherche une solution particuliere. En essayant x =4, y =3 : 5(4) —6(3) =20 - 18 = 2. V
L’équation homogene associée est 5z — 6y = 0, soit 5z = 6y. Comme ged(5,6) = 1, les solutions
sont x = 6k, y = bk pour k € Z.

Donc ensemble des solutions de (E) est :

{(4+ 6k, 3+5k) / k € Z} |

2. Soit (z,y) une solution de (E) et d le plus grand diviseur commun de z et y.

2-a) Quelles sont les valeurs possibles de d? (0,25 pt)
Sid = ged(z,y), alors d | x et d | y, donc d | (bx — 6y), i.e. d| 2.
Les diviseurs positifs de 2 sont 1 et 2.

[ Les valeurs possibles de d sont d € {1,2}. ]
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2-b) Déterminer les couples (z,y) pour lesquels d = 1. (0,25 pt)
On a (z,y) = (4 + 6k, 3+ 5k).
d = ged(4 + 6k, 3+ 5k).
Comme 5(4 + 6k) — 6(3 4+ 5k) = 20 + 30k — 18 — 30k = 2, on a ged(4 + 6k, 3 + 5k) | 2.
d=2ssi4+6k=0 (mod 2) et 3+5k=0 (mod 2).
4 + 6k est toujours pair. 3 + 5k est pair ssi k est impair.
Donc d = 2 ssi k est impair, et d = 1 ssi k est pair.

Les couples pour lesquels d = 1 sont (z,y) = (4+ 6k, 3+ 5k) avec k pair, i.e. k =2p,p € Z:

{(4+12p, 3+ 10p) / p € Z}

Partie IT — Arithmétique en base b

Soient n € N, b e N*\ {1} et p € N.

On considére Iécriture de n dans le systéme de numération de base b : n = Y0 a; b’ avec a; €
{0,1,...,b—1} et a, # 0.

On pose Sy(n) = > ; a; (la somme des chiffres de n en base b).

1. Montrer que Sy(n) =n (mod b — 1). (0,5 pt)
Pour tout i >0:b=1 (mod b— 1), donc b* =1 (mod b — 1).
Ainsin=Y"F ja;b' =3 ja;-1=Sp(n) (mod b—1).

’Sb(n) =n (modb— 1)‘

2. Soit n € N tel que le couple (S5(n),S¢(n)) est une solution de (E) avec Sz(n) et Sg(n)
premiers entre eux.

2-a) Montrer que n =0 (mod 4) et n =3 (mod 5). (0,25 pt)
(S5(n), Se(n)) est solution de (E) : 5S5(n) — 6 Sg(n) = 2.
De la Partie I, Q1 : S5(n) = 4 + 6k et Sg(n) = 3 + 5k pour un k € Z.
De plus ged(S5(n), Se(n)) = 1, donc k est pair (Partie I, Q2-b).
De la question 1 : S5(n) =n (mod 4) (car b — 1 = 4 pour la base 5).
Ss(n) =4+ 6k =0+ 2k (mod 4). Comme k est pair, k = 2p, donc S5(n) = 4p =0 (mod 4).
Ainsi n =0 (mod 4).
De méme, Sg(n) =n (mod 5) (car b — 1 =5 pour la base 6).
Se(n) =3+ 5k =3 (mod 5).
Donc n =3 (mod 5).

[nEO(mod4)etnES(mod5). ]
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2-b) En déduire que n =8 (mod 20). (0,25 pt)
Par le théoréme chinois (ged(4,5) = 1), le systéme :

n=0 (mod4)
n=3 (mod5)

admet une solution unique modulo 20.
n = 4m avec 4m = 3 (mod 5), donc 4m =3 (mod 5),ie. m=3-4"1=3.-4=12=2 (mod 5).
Donc m =5j+2 et n=4(5j +2) = 205 + 8.

‘HES (mod 20)‘

3-a) Calculer S5(28) et Sp(28). (0,5 pt)
S5(28) :28=1x25+0x5+3=1035. Donc S5(28) =1+0+3 =14
S6(28) : 28 =4 x 6 + 4 = 44¢. Donc S6(28) =4 +4 = 8.

[ S5(28) =4 et  Se(28) = 8. ]

3-b) Le couple (S5(28), S5(28)) est-il une solution de (E)? Justifier. (0,25 pt)
Vérifions : 5 x4 —6 x 8 =20 — 48 = —28 # 2.

[ Non, le couple (4, 8) n’est pas une solution de (E). ]

Partie III — Probabilités

On considére une urne contenant 25 boules numérotées de 1 a 25, indiscernables au toucher. On
tire successivement et avec remise deux boules de cette urne et on note le couple (z,y) obtenu (z est
le numéro de la premiére boule, y celui de la deuxiéme).

Soit V' I’événement « le couple (z,y) obtenu est une solution de I’équation (E) ».

1. Montrer que la probabilité de I’événement V est p = 64 - 1074, (0,25 pt)
Les solutions de (E) dans Z x Z sont (4 + 6k, 3 4 5k) pour k € Z.
On cherche les couples (z,y) avec 1 < <25et 1 <y <25:

— k=0:(4,3) v
— k=1:(10,8) v
— k=2:(16,13) v
— k=3:(22,18) v

— k= —1:(—2,-2) (hors bornes)

Il y a 4 couples favorables sur 25 x 25 = 625 possibles.
P = 525 = 595 = 0,0064 = 64 x 10~*.

p=64-10"4
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2. On répete cette expérience 10 fois de maniére indépendante avec remise. Calculer la proba-
(0,25

bilité de réalisation de V exactement deux fois.

pt)
On suit une loi binomiale B(10, p) avec p = 64 x 10~ = 0,0064.

P(X =2) = <120) p* (1 —p)® =45 x (0,0064)? x (0,9936)"

1
2()) x (64 x 1074)2 x (1 — 64 x 107%)® = 45 x (64)% x 1078 x (0,9936)8

Exercice 5 3,5 pts

Structures algébriques

On rappelle que (M3(R),+, X) est un anneau unitaire non commutatif, de zéro la matrice O =

0 00 1 00
0 0 O et d'unité la matrice /=0 1 0
0 0 0 0 01
a®* a®*—=1 0
Soit a € R*\ {1}. Pour tout réel =, on pose M(xz) =] 0 1 0
0 0 a”

On consideére 'ensemble E = {M(z) / z € R}.

1. Montrer que F est stable dans (M3(R), X). (0,5 pt)

Soient z,y € R. Calculons M (z) x M(y) :

(a®*—1)-1 0
= 0 0
0 a”® - a¥
a*t @Y —a®+a* -1 0 a®tv @*™tv—1 0
= 0 1 0 = 0 1 0
0 0 a®ty 0 0 a®ty

Donc M(z) x M(y) = M(z+y) € E.

[ E est stable pour la multiplication matricielle : Vz,y € R, M(z) x M(y) = M(z+vy) € E. ]

Session de Rattrapage Coeff. 9 - Durée 4h - Baréme /20



MonBac.ma Corrigé — Mathématiques Sciences Mathématiques A & B — 2026

2-a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (R, +) vers (E, x), ou p(x) = M(z). (0.5 pt)
Morphisme : On a montré que M(x) x M(y) = M(z +y), donc p(z +y) = ¢(x) x p(y).
Injectivité : Si p(z) = ¢(y), alors M (x) = M(y), ce qui donne a® = a¥. Comme a > 0 et a # 1,
la fonction ¢ — a® est injective, donc = = .

Surjectivité : Par définition de E = {M(x)/x € R}, tout élément de E est de la forme M (x) =

().
[ ¢: (R,+) = (E, x) définie par ¢(x) = M (x) est un isomorphisme de groupes. ]
2-b) En déduire que (E, x) est un groupe commutatif. (0,25 pt)

(R, +) est un groupe commutatif. Comme ¢ est un isomorphisme de (R, +) vers (E, x), 'image
(E, x) est aussi un groupe commutatif.

Détail : L’élément neutre de (E, x) est ¢(0) = M(0) = I, et l’inverse de M(x) est M(—z). La
commutativité vient de M (x) x M(y) = M(z +y) = M(y+ x) = M(y) x M(z).

[ (E, x) est un groupe commutatif. ]

3. On prend a =5 et on pose

1 _24
25 25 25 24 0
A=|0 1 0 et B=|0 1 0
1 0 0 25
0 0
3-a) Vérifier que A€ Fet B€ E. (0,5 pt)
Pour A : on cherche x tel que a* = 5* = % =572 donc x = —2.
- - 11 1 24
52 572-1 0 % —1 0 % —5 0
Vérifions : M(=2)=| 0 1 0 1=10 1 0Ol=(0 1 0]|=A4V
_ 1 1
0 0 572 0 0 5 0 0 4
Donc A= M(-2) € E.
Pour B : on cherche z tel que 5% = 25 = 52, donc = = 2.
25 25—-1 O 25 24 0
M2)=1|0 1 0l=(0 1 0|=BYV
0 0 25 0 0 25
Donc B=M(2) € E.
[AzM(—Q)EEethM@)EE. ]
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3-b) Résoudre dans F ’équation AP x X6 = B2026, (0,75 pt)
Dans (E, x), tout élément s’écrit M (x). Ona A= M(—2) et B = M (2).
A% = M(—2)> = M(-10) (car M(z)" = M (nx)).
B2026 = M(2)2026 = M (4052).
Posons X = M (t), alors X% = M (6t).
L’équation devient :

M(—10) x M(6t) = M(4052) = M(—10+ 6t) = M(4052)

—10 + 6t = 4052 — 6t =4062 —= t =677

5677 5677 -1 0
X =M@677)=| 0 1 0
0 0 5677

4-a) On munit F de la loi de composition interne T définie par : V(z,y) € R?
M(x)T M(y) = M(% xy)
Montrer que (E \ {I},T) est un groupe commutatif. (0,5 pt)
Stabilité : Si M(x), M(y) € B\ {I}, alors z # 0 et y # 0, done 2% # 0, et M(24) € B\ {I}.

)
Commutativité : M (z)T M(y) = M(ﬂ) = M(ﬂ> = M(y)T M(x).

Associativité : V2 V2
(@) T2 T M) = 21(25) Ty = v (s s} ()
M(@) T (M(y) T M(2)) = M(x)TM(iJ/';) _ M(;ix . @ _ M(w:;)

Donc T est associative.
Elément neutre : On cherche e tel que M (z) T M(e) = M(x) pour tout x # 0.

M(%) = M(x), donc % =z, ie e=+2.
M(v2) € E\{I} car V2 #0. v
Inverse : Pour M(z) avec x # 0, on cherche M (y) tel que M (z) T M(y) = M(\/2).

%:\/5, donc y = 2. Comme z # 0, y = 2 # 0, donc M(y) € E\ {I}.

[ (E\ {I},T) est un groupe commutatif d’élément neutre M (v/2).
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4-b) Montrer que (E, x,T') est un corps commutatif. (0,5 pt)
11 faut vérifier que (E, x,T') est un corps commutatif :
(E, x) est un groupe commutatif (déja montré, Q2-b), d’élément neutre M (0) = I.
(E\{I},T) est un groupe commutatif (déja montré, Q4-a).
Distributivité de x par rapport a T :

M(z) x (M(y) T M(2)) = M(z) x M(25) = M(z+ ).

(M(x) x M(y)) T (M(z) x M(2)) = M(z +y) T M(z + z) = M (22,

V2
Pour la distributivité, il faudrait x + % = %\/(;M)7 ce qui n’est vrai qu’en général si...

En fait, dans ce contexte, les lois sont x (qui joue le role de I'addition du corps, via M (x)x M (y) =
M(z +y)) et T (qui joue le role de la multiplication du corps).
Pour un corps (E, x,T) :

— (E, x) est un groupe abélien (I’« addition » du corps) — vérifié.

— (E'\{I},T) est un groupe abélien (la « multiplication » du corps) — vérifié (I = M(0) est

le zéro).
— Distributivité de T par rapport a x :
M(z) T (M(y) x M(2)) = M(z) T M(y + 2) = M(2E) = pr(222).
(M () T M(y)) x (M(x)T M(z)) = M (2% ) (Lf M (%4 22) = M (2d22),

Les deux expressions sont égales. v’
Vérification de 1’élément absorbant : M(0)T M(z) = M(O‘x)
Donc I (le neutre de x) est absorbant pour 7T'. v/

M(0) = I pour tout x.

[ (E, x,T) est un corps commutatif. ]

Remarque : Via lVisomorphisme ¢ : x — M (x), ce corps est isomorphe ¢ (R,+,%) ot x xy = %,

lui-méme isomorphe au corps (R, +, X) classique via le changement x — V2z.
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