Correction — Mathématiques SM — Session de
Rattrapage 2025

Exercice 1 (7.75 points) — Analyse
On considére la fonction f définie sur I = [0; +oo] par :

2?Inzx

F0)=0 et fla)= "5

3 si & €]0; 400

- -

et (C') sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, j)

Partie I

1-a) Etude de la continuité de f & droite en 0

On doit calculer lim f(x) et vérifier qu’elle vaut f(0) = 0.

z—0t+
Pour z > 0 : 2|
r?lnz
o) =y
On sait que lim 2*Inz = 0 (croissance comparée). De plus lim (z° + 1) = 1.
z—0t+ 0 z—0t

D li =—-=0= f(0).
onc lim f(z) =7 f(0)

’f est continue & droite en 0. ‘

1-b) Etude de la dérivabilité de f & droite en 0

On calcule :
f)—f(0) 1 2’lnz zlhz
r—0 oz 22+1 a2+1
On sait que lim xlnx = 0, donc :
z—07F
i L@ =0 _0_,
=0t 1 —0 1

f est dérivable & droite en 0 et f(0) = 0.

Interprétation graphique : La courbe (C) admet au point O(0,0) une demi-tangente a
droite qui est horizontale (confondue avec 1’axe des abscisses).



1-c) Limites en +o0

Calcul de xgrlloof(a:) :

?Inz Inz
f(x)_x2+1 1+ 5

Quand x — 400, Inz — 400 et 1+#—>1, donc :

lim f(z)=+o0

r—+-+00

Calcul de lim M :

x—+o00
f(x) zlhnz Inz

T _xg—i—lzx—i—%

Quand = — 400, % — 0 (croissance comparée) et 1 — 0, donc :

lim @)

r—+oc0

=0

Interprétation graphique : La courbe (C') admet une branche parabolique de direction
(Ox) au voisinage de +oc.

2-a) Tableau de variations de ¢
Soit ¢ définie sur |0; +oo par p(x) = 2> + 1+ 2In .
¢ est dérivable sur |0; +oof et :

2 222+2 22%+1
90/(33):2$+§: ?+2 2" +1)

x x
Pour tout x > 0, on a 2>+ 1 > 0 et x > 0, donc () > 0.
Ainsi ¢ est strictement croissante sur |0; +oo.

Limites : lim+ o) =04+142(—00) = —00 et lim ¢(z) = +oo.
z—0

Tr—-+00

0 +00

2-b) Solution unique (8 de ¢(z) = 0 dans }%, \/%[

¢ est continue et strictement croissante sur |0; +00[, donc elle réalise une bijection de |0; 00|
sur | — oo; +o0[. L’équation ¢(z) = 0 admet donc une unique solution 4 dans ]0; +o0].

Vérifions que [ € } %; 1

L
1 1 1 5

S) = 4142l-=2-2m2~125—14=—0.15<0
S"(2) g TotEmg T

(1) o oml —d s ~1333- 11023350
—= =3 n—=--Imn3~1333-1.1=0.
\V3) 3 V3 3

Puisque cp(%) <0< gp(\%) et ¢ est strictement croissante et continue, par le théoréme des

valeurs intermédiaires :

() = 0 admet, une unique solution g € } % \%[




62
2
On a p(B) =0, donc B2 +1+2In3 =0, dou :

2-c) Montrer que f(f) =

lnﬁ:—52;1
Ainsi : )
Cpmp () g
A==y~ 2
2
f5) =2

3-a) Dérivabilité de f sur ]0; +oo[ et expression de f’
Pour x > 0, posons u(z) = z?Inz et v(z) = 2% + 1.
W(z) =2zxlnz + 2z et ' (z) =22
) = u'(z)v(z) —u(@)' ()  (2zlnz+z)(2®+1)—2’lne- 2
= v(x)? B (22 4+ 1)2

Développons le numérateur :

=Qzlnz+)(2* +1) —22°Inx
=23z +2zxlnz+2° +2—223nx
=2zlnzx+2° +z

=2(2lnz+ 22 +1)

=z ()

Donc :

oy ()
flz) = (24 1)2

f est dérivable sur |0; +o00[ comme quotient de fonctions dérivables avec v(x) # 0.

3-b) Tableau de variations de f

Pour x > 0:z >0, (2% + 1) > 0, donc le signe de f'(x) est celui de ().
D’apres I'étude de ¢ :

— p(z) < 0 pour x €]0; B, donc f'(x) <0 : f est décroissante.
— () =0, donc f(8) =0.
— p(z) > 0 pour x €]f;+o0[, donc f'(x) > 0 : f est croissante.

f admet un minimum en g : f(5) = —%2.
x 0 6] +00
flx)y|0 — 0 +
0 +00
ol
2




1 1
3-c) = est 'unique solution de f(z) = = sur |f; +o0|

o] 2

Sur | 53; +o00, f est strictement croissante et continue avec f(5) = —%2 <0etlim, 400 f(z) =
+00.
Donc f réalise une bijection de |/3; 00| sur }—%2; 400 { Puisque % >0> -2 lequatlon
f(z) = 3 admet une unique solution dans ]3; +oo|.
Vérifions que = = % convient. On a ¢(8) = 0, soit 32 +1+2In3 =0, donc Inf = —*322“
et ln% = @
1 1 1 B2+ 8241
f(g—ﬁ’mﬁ—@'z _ oz ]
) @+l HE B2

Deplus 1/f \/_>1>ﬂ,d0nc—€}ﬂ +ool.

1 1
— est 'unique solution de f(z) = 5 sur ]85 4-00]

B

1 1
3-d) Tangente y = fz — 5 au point d’abscisse B

La tangente a (C') au point d’abscisse % a pour équation :

()31

Calculonsf’(%) Ona@(%):#+1+21n%:%+1—21nﬁ.
Orlng=-— + ,donc —2In8 =32+ 1et:
1 1 1 L+ 84 +25 (82 +1)°
— +1+8+1=—+p+2= =
¢(6> e B 7 iz

1, (B2+1)? (8%+1)?
f'(l>_g. P _ B B
B (mer) R @
Donc I'équation de la tangente est :

y:5<$—%)+%:ﬁ$—1+%:5$—%

1

1
La tangente au point d’abscisse B a pour équation y = fx — 3

4) Représentation graphique de (C)
La courbe (C’) passe par O(0, 0) avec une demi-tangente horizontale a droite, décroit jusqu’au

minimum ( 8, —2 ) avec 8 ~ 0.56, puis croit vers +o0o avec une branche parabolique de direction

(Ox). Elle admet deux points d’inflexion.

Partie II
On pose J =]v/3;2[ et a =

Soit g définie sur ]0; +oo] pa



1-a) Etude des variations de g

g(z) = "™ on h(z) =1 + L.
W(x) = —-5, donc pour > 0 : k'(x) < 0.
Puisque I'exponentielle est croissante, g est strictement décroissante sur |0; +o0].

1-b) Montrer que /3 < g(z) < 2 pour tout x € .J
g est strictement décroissante sur J =]v/3;2[, donc :

9(2) < g(x) < g(V3)

Calculons :

Or v3~1.73 < 1.87 ~ %8 = g(2) et g(v/3) = e*? ~1.95 < 2.
Donc pour tout z € J : /3 < g(2) < g(z) < g(v/3) < 2.

VeelJ, V3<g(r)<?2
Autrement dit, g(J) C J.

2-a) Montrer que g(a) = «
Onaa= % et d’aprés la question I.3-c), f<5> =1 soit f(a)=1.

oa?lna 1

f(Oé) = 062—|—1 = 5
Donc 202 Ina = a? + 1, soit Ina = S5 =1 4 L
Alors : o
g(a) — €§+2‘172 — elna =
g(a) =a
Notonsqueaz%é]/—'%[ =]v/3;2[= J, donc a € J.

2
2-b) Montrer que |¢'(z)] < —= pour tout z € J

3v/3

On a : .
g'(@)=H(z) g(x) = ——g(z)
Pour x € J =]V/3;2[ :
— |g'(x)] = 43
— g(z) <2 (d’aprés 1-b)
— 2> (V3! =3V3
Donc : (2) 9
oy = I 2
ol =25 < 2
, 2
Ve e J |9($)!§ﬁ




2
2-c) Montrer que |g(z) — a] < —3|:1: — |

3v/3

D’aprés le théoréme des accroissements finis, pour tout x € J, il existe ¢ entre x et « (avec
ce J) tel que :

g(x) —g(e) = ¢'(c)(z — )
Or g(a) = a, donc : )
l9(x) —al =1g'(c)] - [z —al < -—=|z —af

3V/3

2
Veed, lg(@)—al < fr—al

3v3

3) Etude de la suite (x,,)

On pose 1y = Z et x,11 = g(x,) pour tout n € N.

3-a) Montrer que z, € J pour tout n € N

Par récurrence.

Initialisation : 2y = % =175et vV3~173<1.75< 2, donc zp € J. v

Hérédité : Supposons x,, € J. Alors 2,1 = g(z,) et d’aprés 1-b), g(z,) €]v3;2[= J,
donc .1 € J. vV
VneN, z,€J

2 n
3-b) Montrer par récurrence que |z, —o| < | —= Ty — Qu
) P que | | (3 \/5) |0

Initialisation : Pour n =0, |[zg —a| < 1-|zg —al. v
n
Hérédité : Supposons |z, —a| < (%g |zo — .

On a z,11 = g(z,) et x, € J, donc d’aprés 2-c) :

) 2 2 \" 2 \"!
Tnst — o] = [9(a) — 0] € —2=fon —a] < —=- (—) 20— af = (—) 20— a
3v/3 3v3 \3V3 3v3

2 n
VneN, |r,—a <|—= Ty — &
on—al < (377 oo

3-c) Convergence de (z,) vers «

2 _ 2
OH&WE—%_0385<1

2 n
Done lim [ ——= = 0 (suite géométrique de raison < 1).
(3\/§> ( & 4 )

n—-+40o

Par le théoréme des gendarmes :

2 n
0< |z, —a| < (3—) |lzg —a| —— 0

\/g n—-+00

Donc |z, — a| — 0, ¢’est-a~dire :

. 1
La suite (z,) converge vers a = —.




Exercice 2 (2.25 points) — Analyse

On considére la suite numérique (u,,),>o définie par :

1~ [k
Vn > 2 n = — In( —
n>2 u nzn<n>

1
1-a) Encadrement de —In (E>
n \n

Soit k € {1,2,...,n— 1} et x € [&; EH1].
Puisque In est croissante sur ]0; +oof et £ <z < % op a:

(") <m(z) <m( L
(5) =i <m(55)

Vi € [E;Ml}, m(ﬁ) < In(x) gm(k"zl)

n n n

1-b) Encadrement intégral
En intégrant 'inégalité précédente sur [£; EEL] (intervalle de longueur 1) :
M

1 n 1 1
—ln(ﬁ) < / In(x) de < —ln(k+ )
n n - n n

SAE

2-a) Somme des encadrements

En sommant pour kde 1 an—1:
lnz_lhq<ﬁ) < "Z_l/ ! In(z)dx < liln<ﬁ>
n n) k n n
k=1 k=1"% k=2
n—1 E+1 1
Or Z/ In(x) dz = [ In(z) dx.

n—1 1 n
1 k 1 k
= — — | < < — —
Uy, - ,;1 ln(n> < /1 In(z) dz < - ,;2 hl(n)

k=1""n
n

Donc :

2-b) Encadrement de u,

Le membre de droite vaut :

1< k 182 (k) 1 1. /1 1. /1

—Zln(—) = —Zln(—) + —ln<2> — —ln<—) =u, +0— —ln(—

n n n n n n n n n n
k=2 k=1

Attendez, reformulons. On a :

1< [k 1<~ (k\ 1. /ny 1. /(1
5;1“(5) =2 m(5) +m(3) - m(5)



lnn lnn
n n

n

1 & k 1 1\ 1 1
Non, recalculons. En décalant I'indice : — Z In (—) =u,——1In (—) +—In(1) = un+ﬂ.
"= n "

Plus précisément :

n n n—1

1 1 1 1 1 1 | |
_Zln(ﬁ) _ _Zln(ﬁ) _ _m(—) _ _Zm(ﬁ) L lpayslpn_, Bn
nk:2 n nk:l n n n nkzl n N~~~ n n

Hmm, reconsidérons directement. D’aprés 2-a) :

! 1. (1
ung/ In(z)dr <wu, — —1In{ —
1 no\n

1
|
ung/ ln(m)dacgun—l—ﬂ
1 n

1
n

Ce qui donne :

1 ' 1nn ) . 1 l
soit : [ In(x)dr < u, + —, d’ott u, > [1 In(z) dow — 22
1 n n

Mais aussi u, < [1 In(z) dz.

! 1.1 1 1 1
Calculons/ In(z) dex = [a:lna:—x}l :(0—1)—(—11'1———) S L
1

3=

n n n n n
Donc :
Inn 1
n n
et
Inn 1 Inn 1
Up 2> —1+—+———=—-14—
n n n n

1 1 1 1 1
2-c) Montrer que -1+ — <wu, < -1+ —+ =n —111(—)
n n n n n

D’apreés les calculs ci-dessus, on obtient 'encadrement :

1 1 Ian
L
n n n

Car —%m(%) = 1“7"

2-d) Déterminer lim wu,

n—-+o00
1 |
Ona lim —=0et limM:O.
n—+oo n n—+oo N
Donc : . L
lim (—1—1——):— et lim (—1+—+M):_1
n—r+00 n n—-+00 n n

Par le théoréme des gendarmes :



lim u, = -1
n—-+0o00

1
Remarque : On retrouve / In(x) dxr = —1 comme somme de Riemann.
0

Exercice 3 (3.5 points) — Nombres complexes
Soit 6 € [0, 7].
Partie 1
On considére I'équation (Fp) : 2%+ (1 —i)e??z — ie*® = 0.
1-a) Vérifier que (Ey) < (22 + (1 — z')ew)2 = ((1+ z')eie)2
Développons (2z + (1 — i)ei9)2 :
=427 + 42(1 —i)e" + (1 —4)%e*™
Or (1 —14)>=1-—2i+¢* = —2i, donc :
=422 +4(1 —4)e"z — 2ie*?

Bt ((1+)e?)? = (1 + )220 = 2",
Donc I'équation devient :
42 4 4(1 — 1)z — 2ie?® = 2ie*"?
42% +4(1 —4)e"z — 4ie* = 0
24 (1 =)z —ie* =0

C’est exactement (Ep). v/

1-b) Solutions z; et 2z, avec Im(z;) <0

De I'équivalence :
(224 (1 - i)eie)Q =(1+ z’)ew)Q
22+ (1 —i)e™ = +(1 +1i)e®

Cas + : ' A
22 = [(1+1) — (1 —1)]e? = 2ie®
Cas — : . .
22 = [—(1+1i) — (1 —14)] e = —2¢%
= el — il0+m)

Pour déterminer z; (avec Im(z;) <0) :
Im(ie??) = Im(e"%*7/2)) = sin(f + 7/2) = cos @ > 0 pour 6 € [0, 7.
Im(—e) = —sin® < 0 pour 6 € [0, 7.
Donc :

2= —e? =0t ot 2, = e




1 0
2-a) Montrer que il - = —tan(—>

4+1=—€e?4+1=1-¢"

zo+i=1ie? +i=1i(e?+1)
Donc : ‘
Z]‘I—l_ 1—626

2o+ i(14e?)

Factorisons par e"/? :

1 _ ei@ — €i9/2 (677;9/2 J— ei0/2> = 6i€/2 . (—2Z Sln(8/2>>

1+ e = /% (702 4 ¢?/2) = /2. 2 cos(0/2)

Donc :

2

z1+1  —2isin(0/2)  —sin(0/2) 6
Z4+i  i-2cos(0/2)  cos(0/2) tan( )

. zZ1 + iZQ
2-b) Forme exponentielle de ———
Zo +1
2 izg = —e¥ i ie? = —e? — e = —2¢%
o iz =26 —2¢ et
i i(14e®)  i-ei®/2.2c08(0/2)  icos(0/2)
Or 1= —i=e"™?2 donc:
/2 . pmin)2 _i0/2-7/2)
cos(0/2)  cos(A/2)

Puisque 6 € [0, 7[, on a cos(6/2) > 0, et —1 = €™, donc :

o . pil0/2-7/2)  i0/2+7/2)

cos(6/2)  cos(0/2)

atizm 1 £i(0/2+7/2)
2o+ cos(0/2)

Partie 11
Dans le plan complexe muni du repére (O, i, V), on considére A, B, C' d’affixes :
a=¢% b=0040e’ c=b—a=ie"

Soient m €]0; 1], R la rotation de centre O et d’angle 7, et @ d’affixe ¢ = me®.

10



1-a) Affixe p de P = R(Q)

La rotation de centre O et d’angle 7 multiplie I'affixe par em/2 =

7.

p=iqg=1ime? =ie? -m

1-b) Vérifier que R(A) =C
R(A) a pour affixe ia = ie” = c¢. Donc R(A) = C. v

2) Etude du point H d’affixe h = m it

m —1
—a m*+1 h—a 1
2-a) Montrer que b = i et =
h m p—a m2+1
Premier rapport :
p—a=1ime? — e’ = (im —1)e”

p—a  (im—1)e?  (im—1)(m —1i)
hoo e m

Calculons (im —1)(m —4) = im?> —*m —m+i=im* + m—m+i=im? +i=1i(m* +1).

Donc :
p—a (m?*+1)i
h m
Second rapport :
m 0 0 m_<m_2) i0 ? i0
h—a= e e’ = eV = e
m—1 m—1 m—1
h—a_ i_-ew )

m—1

p—a (im—1)e?  (m—i)([im —1)
Calculons (m —4)(im — 1) = im?* —m —*m+i=im* —m+m+i=1im*+i=1i(m? +1).
h—a l 1
p—a i(m2+1) m2+1

h—a 1
p—a m2+1

2-b) H est le projeté orthogonal de O sur (AP)

De 2= = = +1z ce rapport est purement imaginaire (réel xi).

Cela 81gn1fie que le vecteur ﬁ (d’affixe p — a) est perpendiculaire au vecteur O‘Ij[} (d’affixe
h).

Donc H est sur la droite (AP)? Vérifions. De ﬁ = 7 € R, les points A, H, P sont
alignés.

Ainsi H € (AP) et OH L AP, donc | H est le projeté orthogonal de O sur (AP)|.

11



b
2-c) Montrer que

b—h=(1+1i)e? -

_ (A+jm—1)—m

,620: 1+2_ : 619
m —1 m —1

w0 m—it+im—i*—m
pif —

o —tFim+1 ,  14+im—1) 4,
e = e =———="
m—1 m—1 m—1 m—1

Attendons, recalculons : (1+414)(m—1) —i+im—i* =m—i+im+1=(m+1)+(m—1)i
Donc : ) »

b_h:(m+1)+(m—1)z—m€i9:1+(m—1)2619

m—1 m—1

d—h=me? — m,ewzm(l_ ! ,)eze:m.m—_@'—,lew_wew

m—1i m—1i m—1

m—1

b—h 14 (m—1)i
qg—h m(m—1-1)

Notons que 1+ (m—1)yi=1+(m—1l)yietm—1—i=(m—1)—
Calculons (+(m1)1) Multiplions par le conjugué :

(4 m=Di)((m—1)+i) _ (m-
1

D +i+ (m—1)%+13(m—1)
(m—1)2+1 (m—1)2+1
_m-1)—(m-D+i(l+(m—-1)%) i((m—1°+1)
(m—1)2+1 (m—1)2+1
Donc :
b—h 7 1 .
a—h m m'
b—h 1
a—h m

2-d) Les droites (QH) et (HB) sont perpendiculaires

Le rapport 2 = h

= = est purement imaginaire (car — ¢ R*, multiplié par ).
Donc arg( — ) +7 (mod 2m).

Cela signifie que les vecteurs ﬁg et ﬁé sont orthogonaux, soit :
Les droites (HB) et (QH) sont perpendiculaires.

-e) Les points A, @), H et B sont cocycliques
On a montré que :
— (HA,HP)=1T

5 (car OH L AP et H € (AP), donc I'angle AHO = %, et comme O est le
sommet...)

12



Utilisons une autre approche. Montrons que arg<2:—‘;) = arg(S:—Z) (mod ).

b—a _ (14i)e?—et ieif i

q—a me®—ci®  — (m—1)e®  m—1

Ceci est purement imaginaire. Ft Z:—Z = % est aussi purement imaginaire.

Les deux rapports sont purement imaginaires, donc leurs arguments sont de la forme 4-7.
Précisément : pour m €1]0;1[, m — 1 < 0 et m > 0, donc :

b—a 1 s s
_— — = — = —— 2
arg(q_a) arg( _1) 5 +7 5 (mod 27)

b—h 0 s
ar —_— = ar _— = —
& qg—h & m 2
On a —% =7 (mod ), donc les angles sont égaux modulo 7.
Cela signifie que les points A, H, @, B sont cocycliques (angles inscrits interceptant le méme
arc qui sous-tendent le méme angle modulo 7).

’Les points A, QQ, H et B sont cocycliques.‘

Exercice 4 (3 points) — Arithmétique

On considére dans Z x Z I’équation :

a C

ol a, b, c,d sont des entiers naturels non nuls vérifiant a Ab=cAd = 1.

1) On suppose que (£) admet une solution (zg,yg) € Z X Z
1-a) Montrer que d divise bc

(x0,Yo) est solution de (E) :
a c
Yo = 5950 1
En multipliant par bd :

bdyy = adxy — be

Donc be = adxy — bdyy = d(axg) — b(dyp).
Hmm, réécrivons : adxy — bdyy = be, soit d(axy — byy) = be.
Donc d | be.

1-b) En déduire que d divise b

Onad|bcet cANd=1 (donné).
Par le lemme de Gauss, puisque d | be et pged(c,d) = 1, on déduit que :
d | b.

13



2) On suppose que d divise b et on pose b = nd
2-a) Montrer qu’il existe (u,v) € N x N tel que dnu —av =1

On a b=nd, donc aAb=aA (nd) =1.
Puisque pged(a, nd) = 1, et dn = b, le théoréme de Bézout assure l'existence de (u',v') € Z?
tel que :
dnu’ —av' =1

On peut toujours choisir v’ > 0 et v" > 0 (quitte a ajuster par des multiples de a et dn
respectivement). Donc :

A(u,v) e Nx N, dnu—av=1

2-b) Ensemble des solutions de (F)

L’équation (E) s’écrit by — ar = —¢, soit ndy — ax = —c (car b = nd).

Avec dnu — av = 1, on a dn(—cu) — a(—cv) = —c(dnu — av) = —c.

Donc (xg, yo) = (—cv, —cu) est une solution particuliére : nd(—cu)—a(—cv) = —cdnu+acv =
—c(dnu — av) = —c. Mais byg — axg = —c, vérifions : nd(—cu) — a(—cv) = —cdnu + acv = —c.
v

On a alors yg = —cu et xg = —cv.

Donc (zg,y0) = (—cv, —cu) est une solution de ndy — ax = —c.

Les solutions de I’équation homogéne ndy — ax = 0 sont : puisque pged(a,nd) = 1, on a
nd | ndx et a | ndy, ce qui donne x = ndk et y = ak pour k € Z.

Veérifions : nd(ak) — a(ndk) = 0. v/

Donc les solutions générales de (£) sont :

= — dk = — bk
{z cv—+n cv + ey

Yy = —cu+ ak

Puisque b = nd et n = b/d (donc cn = ¢b/d) :

S = {(—ven + bk ; —ucn + ak) | k € Z}

Attendons, reformulons avec b = nd, donc nd = b :

S={(-cv+0bk; —cu+ak) | keZ}

3 2

2975" 119

Onaa=3,b=2975 c=2,d =119, avec 2975 = 119 x 25.

Vérifions : a A b = 3 A 2975. 2975 = 5% x 7 x 17, donc pged(3,2975) = 1. v/
cNd=2AN119=1 (car 119=7 x 17). v

On a d = 119 divise b = 2975, avec n = 25, donc b = nd = 25 x 119.

1l faut trouver (u,v) € N? tel que dnu — av = 1, soit 2975u — 3v = 1.

2975 =3 x 991 + 2

3=2x1+1

1=3-2x1=3— (2975 — 3 x 991) = 3 x 992 — 2975

Donc 2975 x (—1) — 3 x (—992) = 1, soit 2975 x (—1) +3 x 992 = 1.

Ajustons pour avoir des naturels : 2975(u) —3(v) = 1 avec u = —1+3k et v = —992+42975k.
Pour k=1 :u =2, v =1983. Vérifions : 2975 x 2 — 3 x 1983 = 5950 — 5949 = 1. v

3) Résoudre (F): y =
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Donc u =2, v =1983, ¢ = 2, n = 25.
Les solutions sont :

©= —cv bk = ~2 x 1083 + 2075k = —3066 + 2075k _
y=—cu+ak=—-2x2+3k=—-4+3k
S = {(—3966 + 2975k ; —4 + 3k) | k € Z}
Exercice 5 (3.5 points) — Structures algébriques

On rappelle que (M3(R), +, X) est un anneau unitaire non commutatif, de zéro O et d’unité

1.
On munit £ ={z+vyi|x € Z, y € Z} de la loi % définie par :

V(z,y,2' ) € Z',  (x+yi)x (@' +yi) = (x+ (=1)2) + (y + ¢)i
Partie 1
1-a) Veérifier que (1 — i) * (34 2i) = =2+
lciz=1,y=—-1,2/=3,y =2.

(1—9)*xB+2)=(1+(-1)"x3)+(-1+2i=(1-3)+1-i=-2+41

(1—i) % (342i) = —2+4i|v

1-b) La loi * n’est pas commutative

Calculons (3+2i) (1 —i):iciz=3,y=2,2' =1,y = -1

B+2)x(1—i)=B+(-1)*x1)+(2-1)i=4+i

Or (1—i)*(34+21)=—-24+1#4+i=(3+2i)(1—1).
’La loi * n’est pas commutative dans E‘

2) La loi * est associative

Soient a = x 4+ yi, b =2’ +¢'i, c = 2” + y"i dans E.
Calculons (axb) xc :

axb=(z+ (=1)"2") + (y +y')i

(axb)xc=(z+ (=1)¥a" + (—1)y+y/x”) +y+y +y")i
Calculons a * (b % C)

bxc= (2 + ( "’) (v +y")i

ax* (bx*c) :( (=¥ (2 + (=1)¥2")) + (y+ o +y")i
= (z+ (-1Dz ( Y- (= )ylx”) Tty )

= (z+ (- )yx +(=D)a") + (y+y +y")i

Donc (a*b) xc=ax* (bx*c).

|La loi  est associative dans E. |

/

|
(z'+
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3) L’élément neutre est 0 = 0+ 0:
Pour tout z =x+yi € E :

z2%0=(z4+y))*(04+0)=(z+(-1)-0)+(y+0)i=z+yi==z
0x2=(0+0i)x(x+yi))=(0+(-1)2)+(0+y)i=z+yi==z

’0 est ’élément neutre pour * dans E‘

4-a) Verifier que (z + yi) * ((—1)V"z —yi) =0

(4 yi) « (1) 2+ (—y)i) = (2 + (=1)Y - (=1)""z) + (y — y)i
Or (—1)¥ - (=1)¥*+! = (—1)2+L = 1.
Donc :
=(x—2)+0-1=0

Vérifions dans l'autre sens : ((—1)Y"'z — yi) * (z + yi).
Ici le premier élément a x; = (—1)x et y; = —y, et le second a 19 = x, yo = .

= (D" 2+ (1) "2) + (-y +y)i

Or (-1)7Y = (—1)Y (car (—1)7Y = (_11)y = (=1)7¥ = (=1)¥ puisque (—1)* = 1). Et
(- = (-1,
Donc (—1)¥"z + (=1)Yz = —(=1)Yz + (=1)Yx = 0.

+
(x+yi) * ((—1)¥" o — yi) = 0 et réciproquement.

4-b) (E,*) est un groupe non commutatif
D’aprés ce qui précéde :
— = est une loi de composition interne dans E (le résultat est bien dans F).
— x est associative (question 2).
— 0 est élément neutre (question 3).
— Tout élément z + yi admet un symétrique (—1)"'o — yi € E (question 4-a).

— * n'est pas commutative (question 1-b).

(E, %) est un groupe non commutatif.

Partie II
Onpose F={x+2yi|z€Z, yecl}et:

G=< M(z,y) = re€l,yel

OO =
O~ 8
— o
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1-a) F' est un sous-groupe de (F, %)

— F#0:0=0+2-0-i€ F.
— Stabilité par * : Soient a = x + 2yi et b = a2’ + 2y/i dans F.

axb= (x4 (-1)¥)+ (2u+2y)i=(x+2)+2y+y)i € F
car (—1)% = 1.
— Stabilité par passage au symétrique : Le symétrique de z+2yi est (—1)%Tlox —2yi =
—x 4+ 2(—y)i € F.

F' est un sous-groupe de (E, x).

1-b) La loi * est commutative dans F

Soient a = x + 2yi et b = 2’ 4+ 2¢/i dans F.

IS
*
S
I
—~
S
+
0
—_
~—
N
<
&\
~—
+
[\
—~
+
QC\
~—
~
|

Donc a xb = b *a.
|La loi * est commutative dans F. |

2-a)  est un homomorphisme de (F, ) vers (M;3(R), x)

¢ : F'— M;3(R) définie par p(z 4 2yi) = M(z,y).
Soient a = x + 2yi et b = 2’ 4+ 2¢/i dans F.
axb=(r+2')+2(y+1vy)i, donc :

1 z+2 y+v
plaxb)=M@x+2y+y)=[0 1 0
0 0 1
Calculons p(a) x ¢(b) = M(z,y) x M(2',y) :
1 z y 1 2 v 1 z+2" y+y
01 0]x[o1 of={0 1 0 | =M@a+ay+y)
0 01 0 0 1 0 0 1

(Le calcul donne : premiére ligne : (1, z-1+1-2",y-1+1-9) = 1L,z + 2",y +y); les

autres lignes sont identiques.)
Donc ¢(a * b) = ¢p(a) x ¢(b).

¢ est un homomorphisme de (F, %) vers (M3(R), x).

2-b) Montrer que p(F) =G
— ¢(F) C G par définition : pour tout z + 2yi € F, p(x + 2yi) = M(x,y) € G.
— G C ¢(F) : pour tout M(z,y) € G (avec z,y € Z), 'élément = + 2yi € F vérifie

o(x 4 2yi) = M(z,y).
p(F) =G
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2-c) (G, x) est un groupe commutatif

¢ est un homomorphisme surjectif de (F, ) sur (G, X) (car (F) = G).

@ est aussi injectif : si (x4 2yi) = p(z’ + 2y'i), alors M (z,y) = M(2',y'), donc x = 2’ et
y=y"

Donc ¢ est un isomorphisme de (F)x*) sur (G, x).

Puisque (F,*) est un groupe commutatif (sous-groupe de (F,*) avec * commutative dans
F), 'image par un isomorphisme d’un groupe commutatif est un groupe commutatif.

(G, x) est un groupe commutatif.
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