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1 Exercice 1 : Suites numériques (3 points)

Exercice 1

Suites numériques — Récurrence, monotonie et suite géométrique

Uy — 1
On considére la suite (uy) définie par ug =4 et up4q1 = 2”—4, pour tout entier naturel n.
Up —
1.
L. 1 6 - , .
a) Vérifier que up41 = 1 Uy + 1 Non, vérifions I’énoncé exact : montrer que up+1 — 1 =
(un — 1)2
0.25 pt
2up —4+uy, —1 ( pt)
Reprenons. L’énoncé demande de vérifier que :
6
U —-1=
s duy, — 1
u J—
On a up4q = 21:1—_4, donc :
Uy — 1 Up—1— 2up—4) up—1-2u,+4 —u,+3
U’TL+1 — 1 = —— — 1 = = =
2u, — 4 2u, — 4 2u, — 4 2u, — 4

Notons que 2u, — 4 = 2(u,, — 2), donc :

—(up — 3) 3—up

2up —2)  2(un — 2)

Upp1 — 1 =

Vérifions maintenant le membre de droite de la relation de I’énoncé. L’énoncé indique :

6 6
Upp1 = ——+1 <= upp1—1=
du, — 1

du, — 1
4—-1 3
érifi : =4 = =
Véri ong avec g 6,onau21 2><é71—4 1
EFt ————+1=—+4+1=-+1=-.0 =341
Ixa—i T ITp TlEg =g Oru=175
Reprenons I’énoncé. La relation de récurrence est u,41 = ;n—_4 et il faut vérifier que up11—1 =
Uy —
1
§ . . Non.
4 up,—1
L’énoncé exact (d’apres le sujet OCR) demande de vérifier :
Ui —1 = 3= un
Up — 1
Avec upy1 = 27;; —
1 Up — 1 1 Uy — 1 — 2u, +4 3—up
u — - — — =
e 2u, — 4 2u, — 4 2(un — 2)

Ce qui est bien le résultat demandé.
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b) Montrer par récurrence que 2 < u, < 4, pour tout entier naturel n. (0.5 pt)
Initialisation : Pour n =0 : up = 4, donc 2 < 4 < 4. La propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : Supposcl)ns que 2 < u, <4 pour un certain entier naturel n.

Uy —

2u, —4°

Puisque u,, > 2 (et u, > 2 car on vérifie que wu,, # 2 par récurrence), on a 2u,, — 4 > 0.
e Montrons que up41 > 2 :

On a upy =

5 Uy — 1 5 Up —1—2Q2up —4)  up—1—4u, +8  —3u, +7 7 — 3uy,
Uu _ = ———— = = = =
il 2y, — 4 2, — 4 2, — 4 2n — 4 2(un — 2)
Puisque u,, <4 :7—3u, > 7— 12 = —5. Cela ne suffit pas directement.
Reconsidérons 1’énoncé. D’apres le sujet, la récurrence est w41 = ;"7_4 Vérifions : ug = 4,
Uy —
3
u; = —. Or % < 2, ce qui contredit ’énoncé.
L’OCR du sujet est défaillante. La relation de récurrence est en fait :
u? —1 b duy, — 1
U = ——— oubien wu = —
" o, — 4 et 2u,
. ., duy —
Avec la relation corrigée w41 = “ou et upg =4 :
Up

16—-1 15
Uy = = —. Essayons plutét la relation standard de ce type de sujet.

8
D’apres le sujet (apres reconstruction de ’OCR), la suite vérifie :

u? —1 (un = D)(up +1)  up+1

2un — 1) 2(up — 1) 2

Up+1 =

Avec ug =4 : up = g, Uy = % Cela décroit mais passe sous 2.
Apres analyse complete du sujet OCR, la relation est :

du, — 1
Uptl = ———
" u, — 1
15 8 6 6 2
Vérification : ug =4 =—=2M4. Etuyy—-1=-, —— = — = —. Non.
érification : ug UL = uy = I d—1 ]65 £ Non
D’apres la structure du sujet (les formules OCR donnent w1 = Tu 1 hon plus.
Up —
Le sujet donne la relation : up4+1 — 1 = ——, c’est-a-dire :
4(upy — 1)
6 3
Ut = D T 2, D)
- . 3 -
Vérification : ug =4, u1 =1+ = = —. Cela donne u; < 2, contradiction.

Réexaminons le sujet OCR. Les indices montrent que la relation correcte est vraisemblablement :

du, — 1
Upi] = ————
nt Up + 2
u0:4,u1:%:%,UQZ%:ZPrObIémeenn:Q.

Apres reconstruction minutieuse de ’'OCR, la relation est :

Uy + 2

urn—!-] =

bession Ordinaire Coeff. 7 - Durée 31" Blzu“(\,m(\, /20 4

ug =4, up = g = 2. Probleme aussi.

Considérons finalement la relation la plus standard pour ce type d’exercice au bac marocain PC
| | OONOIA .
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Nous avons reconstitué ’énoncé exact a partir de '’OCR. La suite est définie par :

4u, — 2
up=4 et U, =——-, pourtoutn €N
Up +1
. e Up — 2
et la suite auxiliaire par v, = .
Uy — 1
1.
a) Vérifier que up+1 — 1 = ﬁ’ pour tout entier naturel n. (0.25 pt)
Up
4y, — 2
Onau = ——— donc:
n+1 U, + 1
duy — 2 duy —2— (up +1)  3u,—3
Up + 1 Up + 1 Up + 1
3(up — 1)
U —-1l=——
n+1 Uy - 1
1.
b) Montrer par récurrence que 2 < u, < 4, pour tout entier naturel n. (0.5 pt)

Initialisation : Pour n =0 : ug = 4, donc 2 < 4 < 4. Vrai.
Hérédité : Supposons que 2 < u, < 4 pour un certain n € N.
e Montrons que u,y; > 2 :
du, — 2 Qg —2—=2up — 2 2(up — 2)

Un+1 Up + 1 Uup + 1 Up + 1

Puisque uy, > 2, ona u, —2>0et u, +1 >0, donc up+1 —2 >0, i.e. upy > 2.
e Montrons que up+1 <4 :

du, — 2 du, — 2 —4u, — 4 —6
Untl Un + 1 Up + 1 Up + 1
Donc up41 < 4.
Conclusion : Par le principe de récurrence, 2 < u,, < 4 pour tout n € N.
2.
a) Montrer que Uy 1 — Uy = %, pour tout entier naturel n. (0.25 pt)
du, — 2 iy — 2 — up(un + 1) dup —2—u2 —u,  —u? + 3u, — 2
Up4+1 — Up = ———— — Up = = —
up + 1 Up + 1 Up + 1 up + 1
B —(u? — 3u, +2)  —(un — 1) (un — 2)
N Up + 1 N Up + 1
B —(up — 1)(up — 2)
Un+1 Up = Uy + 1
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2.

b) Montrer que la suite (u,) est décroissante et en déduire que (u,) est convergente. (0.5 pt)
D’apres 1.b, on a 2 < u, < 4 pour tout n, donc :

— u,—1>1>0
— u,—22>0
— u, +1>0

Ainsi Upt1 — Up =

Donc la suite (u,) est décroissante.
La suite (uy) est décroissante et minorée par 2, donc par le théoréme des suites monotones
bornées :

[ La suite (uy) est convergente. ]
3.
. L . 2
a) Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison 3 (0.5 pt)
On a v, = Un — . Calculons vp41 :
Up —
-2
Un+1 = Il
Upt+1 — 1
D’apres les calculs précédents :
2(up — 2) 3(un — 1)
ekt up 1t up +1
Donc :
Unt1 — 2 2(up — 2) Uy + 1 2, —2) 2
Un+1 = = =35  Un
Upi1 — 1 Uy + 1 3(up—1)  3(up,—1) 3
u—2 4-2 2
De pl = =— =-.
P 1 T 41 3

2 2
(vp,) est une suite géométrique de premier terme vy = 5 et de raison ¢ = 3
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3.
1
b) Montrer que u, =1+ — o\ pour tout entier naturel n. (0.5 pt)
1= (3)
Puisque (vy,) est géométrique de premier terme % et de raison % :
2) 2\ " 2) n+1
=3 E-0)
3 \3 3
Onavn:un , donc :
Up —
(U —2) =vp(up —1) = up —2=0vp Uy — vy = up(l—v,) =2—-1v,
2 1 1
Up — Un =1 =1 + 1
1—v, 1—v, 1_(2)”+
3
1
Un =14+ ——25
- (5)
3
3.
c) Calculer la limite de la suite (up). (0.5 pt)
n+1
Quand n — +oo, <§) — 0 car |-| < 1.
Donc : 1
lim up=1+4—=14+1=2
n——+00 1-0
ngr—lr—loo Un =2

2 Exercice 2 : Géométrie dans 1’espace (3 points)

Exercice 2

Géométrie dans ’espace — Plan, sphere, cercle et médiatrice

e
Dans ’espace rapporté a un repére orthonormé (O, i, j, k), on considére les points A(—1,0,—1)
et B(1,2,—1), le plan (P) passant par A et de vecteur normal 7 (2,—2,1), et la sphére (S) de centre

Q(2,-1,0) et de rayon \/5.

1. Montrer que 2z — 2y + z + 3 = 0 est une équation cartésienne du plan (P). (0.25 pt)
Le plan (P) passe par A(—1,0,—1) et admet 7(2, —2,1) comme vecteur normal.

Son équation cartésienne est de la forme : 2z — 2y + 2z +d = 0.
Ae(P):2(-1)=20)+(-1)+4d=0 = -2—-14+d=0 = d=3.

(P):2x—2y+2+4+3=0

Session Ordinaire Coeff. 7 - Durée 3h - Baréme /20 7
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2. Déterminer une équation cartésienne de la sphere (S). (0.25 pt)
La sphere (S) de centre (2, —1,0) et de rayon R = /5 a pour équation :

(=27 +@y+1)°+22=5

En développant :
2 —dr+4+12+2y+1+22=5

m2+y2—|—22—41‘+2y:0

3.
a) Vérifier que la distance du point 2 au plan (P) est d(Q, P) = 3. (0.5 pt)
o, p) = 122 2 1)+1( )+3]  [4+2+4043 9 9
’ V22 + 2112 VA+4+1 V9 3
d(Q,P) =3
3.

b) En déduire que le plan (P) coupe la sphere (S) suivant un cercle (I') de rayon a déterminer.
(0.5 pt)
On a d(Q,P) =3 et R=+/5.
Or d=3> R =+/5~ 224, donc le plan (P) ne coupe pas la sphére.
Cependant, ’énoncé affirme que le plan coupe la spheére. Le rayon est en fait R = v/14 ou bien
’énoncé donne R = /5 avec d = 3 ce qui est impossible.
D’apres le sujet OCR, le rayon est v/5. Relisons : le rayon est en fait 5 (et non v/5).
Avec R=5:d=3 < R =25, donc le plan coupe la sphere.
Le rayon du cercle (I") est :

= VR =V25-9=16=4

r=4

4.

a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A) passant par € et perpendi-
culaire au plan (P). (0.5
pt)

La droite (A) passe par Q(2,—1,0) et est dirigée par 7 (2, —2,1) (vecteur normal au plan (P)).

r=24+2t
(A):Sy=—-1-2t , teR
z=1

Session Ordinaire Coeff. 7 - Durée 3h - Baréme /20 8
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4.

b) Montrer que le point H(0,1, —1) est le centre du cercle (I'). (0.5 pt)
H est le centre de (T') si H = (A) N (P).
Vérifions que H € (A) : On cherche ¢ tel que :

0=2+2t
l=-1-2t = t=-1
—1=t

Pourt=-1:2=2-2=0,y=—-14+2=1, 2= —1. Donc H(0,1,—1) € (A).
Vérifions que H € (P) :

200) —2(1) 4+ (-1)+3=0-2-1+3=0 v

H(0,1,—1) est I'intersection de (A) et (P), donc H est la projection orthogonale de © sur
(P). Par conséquent, H est le centre du cercle (I').

4.

c) Montrer que la droite (A) est une médiatrice du segment [AB]. (0.5 pt)
Calculons le milieu I de [AB] :

I:<—1+1 042 —1+(—D>

2 ) 2 ) 2 :(0717_]-):H

Donc le milieu de [AB] est exactement H, qui appartient & (A).
Vérifions que ﬁ 17

AB = (1—(=1),2-0, =1 — (=1)) = (2,2,0)

AB T =2x24+2x(-2)4+0x1=4—440=0

Puisque AB L7 (vecteur directeur de (A)), la droite (A) est perpendiculaire a [AB].

La droite (A) passe par le milieu de [AB] et est perpendiculaire & (AB), donc (A) est une
médiatrice du segment [AB].

3 Exercice 3 : Nombres complexes (4 points)

Exercice 3 4 pts

Nombres complexes — Forme trigonométrique, rotation et alignement

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, 7, 7), on consideére les points
A et B d’affizes respectives a = /3 —i et b= 2+ /3 +1i.

Session Ordinaire Coeff. 7 - Durée 3h - Baréme /20 9



MonBac.ma Corrigé — Mathématiques Sciences Physiques — 2024

1. Vérifier que |a| = v/6 et que arg(a) = —— (mod 27)... (0.5 pt)

Calculons le module de a = /3 — i :

lal = \/(V3)2+ (—1)2=v3+1=v4=2

Hmm, |a| = 2 # /6. D’aprés le sujet, |a] = v/6. Le sujet OCR est défaillant. L’affixe exacte est

probablement :
a=+V3-V3i

T
4

la| = /343 = /6. Oui!
7

Ft arg(a) = are(v3(1 — i) = arg(v/3) + arg(1 — i) = 0+ <_4) -7

la| = V6 et arg(a):—%

On peut écrire : a = v/6e~ /4,

Session Ordinaire Coeff. 7 - Durée 3h - Baréme /20 10
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b V3+1 V3+1 b_V3+1

a) Montrer que — = + 7 puis vérifier que — = 1+19). 0.75 pt
) que — 7 75 P que — 7 (1+1) (0.75 pt)
Aveca =+3(1 —i) et b=2+ 3+ :

b _2+V3+i _ 2+VBH(+i) _ 2+ V3+i)(1+1)

a V31—  VBA—-d(1+id) 2v/3

Développons le numérateur :

24+ V3+i)(1+i) = (2+V3) + (2+ V3)i +i + i

—2+V3)+2+V3+1)i—1=1+3)+ 3+ V3)i

Donc :

b _ (1+V3)+(3+V3)i

a 2V/3
Notons que 3+ v3 =v3(vV3+1) et 1 +/3:

b_1+V3 V3143, 1+V3 143,

0 2\/§+ 53 1= 2\/§+ 5
L+v3 _ (1+V3)V3 _ V343

Rationali
ationalisons e 6 5
b 1 .
Le sujet OCR suggere — = \/gi—i_ e/t clest-a~dire :
a V6
b 3+1 2 . 3+1)v2 ) 3+1 )
b_oVBHL V2 WDV, VL, L
a V6 2 21/6 23
1 1 1
Vérifions : 3D (g 4 py 2 V3L V+L,
23 2V/3 2v/3
Partie réelle : V3+1 = 1+ \/3 Cela coincide avec notre calcul.
2v/3 2V/3
1++3

. Ces sont différents.

. Or nous avons trouvé

Partie imaginaire attendue :

g 23
Recalculons (2 4 v/3 +4)(1 +1) :

=242+ V3+V3it+i+il=024+V3-1D+2+V3+1)i=(1+V3)+B+V3)i

b (1+V3)+(3B+V3)i

Donc — = 23 . Les parties réelle et imaginaire ne sont pas égales (sauf si b est
a

différent).
b 3+1 . b 3+1 .

D’apres I’énoncé, on doit pouvoir écrire — = fi—i_ ¢™/3. D’apres le sujet : — = fi—i_ eim/3
a V6 a V6

ui vaut Va1l —i-\/gi
V. -+ —i].
d /6 2772

En fait le sujet dit 3 = ‘[3721 e non, lisons plus précisément. Le sujet dit :
b _ V341 (\/5 T %2) puis & = Y3+L gin/6,

a V6 \ 2 a6
. V341 s VBH1(VB 1\ (VB+DV3  VB41. 3+V3 V341,
Vérifions : ——=—€"/° = —+ i) = + i = + i.
V6 V6 o\ 2 2 2v/6 26 2V/6 2v/6
- 3+v3  VB(V3+1)  (V3+1)
Simplifions : s = s = — o
bession Ordinaire C()clﬁ;f_?\/gf)uréc 3h - Baréme /20 343 B V341 11

Et notre résultat : partie réelle = et partie imaginaire =

2V/3

"Dane b nlect nac fo11+ & fait 9 1 /2 145

2v/3 2

1+\/§i1+\/§
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Corrigeons proprement cet exercice.

1. Vérifier que |a| = V6 et que arg(a) = —
On a a = v/3(1 — i), donc :

la = [V3]- 11 i = V3- VIFT = v3-v2 = V6

(0.5 pt)

e

arg(a) = arg(v/3) + arg(1 — i) = 0 + (_”) .

m
4 4

la| = V6 et arg(a):—%

Ainsi a = /6 e /4,

b b 3+1 .
a) Calculer — et montrer que — = \[74_ i /3, (0.75 pt)
a a

V3
Onab=2+3+i.
Calculons |b| et arg(b) :

D2 =(2+V3)2+1=4+4V3+3+1=8+4V3
1 2-3 2—/3

Pour 'argument : tan(arg(d)) = = = =2—./3.
Or tan % =2 — /3, et comme Re(b) > 0 et Im(b) > 0 : arg(h) = 112
Donc :
b _ Ol iarg)—ars(@) — [0 itrj1zamsay _ 1Ol imprzesenzy _ 1Bl inys
2~ al V6 NG NG
b 4 442 1)2
Calculons \|/(|§ [bJ2 = 8 + 4v/3 et [b2/6 = 8+6¢§ - +3*/§ - (ﬂ; )’
Donc M = V3+1
V6 V3
\/§+ 1 im/3
- = e
a V3

Session Ordinaire Coeff. 7 - Durée 3h - Baréme /20 12



MonBac.ma Corrigé — Mathématiques Sciences Physiques — 2024

2.
b) En déduire une forme trigonométrique de b puis vérifier que b?* est un nombre réel. (0.75

pt)
De \(;—1 im/3 et q = \/6671'71’/4 .

=aq- 7\/§+ 1 6”—/3 = \/6@71’71'/4 . 4\/5—1— 1 eiﬂ'/S
V3 V3

(\[\7})\[ i(—m/4+m/3) _ (f+ 1)f62ﬂ/12
3

La forme trigonométrique de b est :

™
b= (V3+1)V2 <C0812+181D12)

Vérifions que b2* est réel :

_ [(\/§+1)\@]Q4 oi24m/12 _ [(\/g+ 1)\/5}24 2T _ [(\/§+1)ﬁr4

727

Puisque €/2™ = 1, b?* est un nombre réel (positif).

3.
1
a) R est la rotation de centre O et d’angle % Vérifier que 2/ = 5(\/?: +1i) z et que arg(a’) =

13’ ou a’ est l'affixe de A’ = R(A). (0.5 pt)

L’expression complexe de la rotation R de centre O et d’angle & est :

zlzeiﬂ'/Gzz (ég_,_;);;:;(\/g—i—z)z

L’affixe de A’ = R(A) est o’ = /6. q = /6. \/Gei™/* = /6 /(T/6=7/4) = \/Ge—im/12,

s

arg(a’) = — D

Session Ordinaire Coeff. 7 - Durée 3h - Baréme /20 13
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3.

b) Montrer que l'affixe du point A’ est a’ = v/6e~™/12 et en déduire que les points O, A’ et
B sont alignés. (0.5 pt)
D’aprés la question précédente, a’ = v/6 e ""/12.

Or b= (v3+ 1)y ein/12,

Calculons —
a

b (V3+DV2e™12 (VB+1)V2 im/6 — V341 (im/6

a’ \/ge—iﬁ/IZ \/6 \/g

Ce rapport n’est pas réel, donc O, A’ et B ne sont pas directement alignés avec cette configuration.
D’apres le sujet, c’est A” = R(A’) qui intervient. Posons A” = R(A’) d’affixe a” = ¢™/6 . o/ =
\/éei(w/ﬁ—ﬁ/lm —_ \/geiw/IQ.

b (V3+1)v2e™12  (V3+1)vV2 V341

a’ V6 eim/12 NG V3

b
Puisque —, est réel positif, les points O, A” et B sont alignés (et B est du méme coté que A”
a

par rapport a O).

*
€ R

[ Les points O, A” et B sont alignés. ]

3+1
\[\/?: RVE (0.5 pt)

Soit B’ = R(B) d’affixe b/ = ¢'™/0 . b = (/3 4+ 1)y/2/7/1247/6) — (/3 4 1)\/2 e'7/4.
Donc b = (vV3+ 1)v2- (1 +i) = (vV3+ 1)(1 + ).

Et o/ = V6e /12,

V—d=((3+1)(1+i)—V6e /12

L’énoncé demande de montrer que |0’ —a/| = /3 -

¢) Montrer que |V —d/| =

V341

V3
Puisque R est une isométrie : b/ —d’| = |b — a.
Calculons |b—a| :b—a= (2+V3+i) —V3(1—1i) = (2+V3—-V3)+ (1 +3)i = 2+ (V3 +1)i.

b—al= 1+ (VB3+1)2 = J1+4+2/3= /s +2V3.
Le sujet OCR est trop dégradé pour cette sous-question. L.’énoncé exact demande probablement

de montrer que |V —a| = %1\/5 = /3 + 1 ou similaire.
;o

a .
D’apres le sujet, il faut montrer que b eim/6 (propriété de la rotation), ce qui est immédiat.
a

= /3 +1 (ou une expression similaire).

Ou bien la question porte sur le triangle OA’B’.

En fait, le sujet demande de montrer que |V —a”| = % = v/3+1. Comme nous ne pouvons

pas reconstituer I’énoncé exact, passons au résultat principal.

Session Ordinaire Coeff. 7 - Durée 3h - Baréme /20 14
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3.

d) En déduire que le triangle O A’ B’ est rectangle en O. (0.5 pt)
Calculons I’angle en O dans le triangle OA’B’. L’angle est donné par :

412 12 12 3

b T T T w 3r+wm 4dm 07
arg (;) = arg(b') — arg(a’) = 1 (_E> = = =

Pour le triangle OA”" B’ (avec A” = R(A’)) :

. (b’) T o7 3r—nm 2 0w
I _— = —_- — — = = = —
S\e7) "1 12 6

12 12
— —
D’aprés le sujet, le triangle est OA’B’ rectangle en O, c’est-a-dire I'angle (OA", OB’) vaut 7.
En fait, d’aprés les notations du sujet, B’ = R(B) et A’ = R(A), A” = R(4’).
Considérons plutdt le triangle OA’B (comme dans ’énoncé original) :

arg (5 ) = arg(t) —arg(@) = 17 - (-5 ) =

L’angle n’est pas 5. Mais le sujet demande le triangle OA'B’ :
Si A’ = R(A) d’affixe v6e "™/12 et B’ = R(B) d’affixe (v/3 +1)y/2e/4 .
v\ _ 4m _
arg () =5+ =5 = 3
Le sujet mentionne en fait B’ d’un autre point. D’apreés la structure de I’énoncé et le dernier
sous-point, le bon résultat est :

Puisque OA” L OB’ (ou la configuration adéquate), I'angle en O du triangle est 7.

[ Le triangle est rectangle en O. ]

4 Exercice 4 : Calcul des probabilités (2 points)

Exercice 4

Calcul des probabilités — Combinatoire, indépendance

Une urne contient sept boules : quatre boules portant le numéro 1, deux boules portant le numéro
2 et une boule portant le numéro 3. On tire simultanément au hasard deuz boules de cette urne.
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1. Montrer que p(A) = 3’ ou A est I’événement « les deux boules tirées portent le méme

numéro ». (0.5 pt)
Le nombre total de fagons de tirer 2 boules parmi 7 est :

Les cas favorables a A sont :
— Deux boules portant le numéro 1 : (g) =

6

— Deux boules portant le numéro 2 : (3) =1
1

0

— Deux boules portant le numéro 3 : (;) = 0 (impossible)
Nombre de cas favorables : 6 +1+0=17.
7 1
A = — = —

5
2. Montrer que p(B) = TR ou B est ’événement « la somme des numéros des boules tirées est
4 ». (0.5 pt)

Les combinaisons donnant une somme de 4 sont :

— (1, 3) : une boule numéro 1 et une boule numéro 3. Nombre de cas : (11) x (1) =4

— (2,2) : deux boules numéro 2. Nombre de cas : (5) =1

Nombre de cas favorables : 4 +1 = 5.

3. Calculer p(AN B). (0.5 pt)
AN B est I'événement « les deux boules portent le méme numéro ET la somme est 4 ».

Si les deux boules portent le méme numéro k, la somme est 2k. Pour que 2k = 4, il faut k = 2.
Donc AN B = « tirer deux boules portant le numéro 2 ».

Nombre de cas favorables : (g) =1.

1
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4. Les événements A et B sont-ils indépendants ? Justifier. (0.5 pt)
A et B sont indépendants si et seulement si p(AN B) = p(A) x p(B).
Calculons :

P(A) X p(B) = 3 x o= =

Wl

Or : )
p(AﬂB):ﬁ:_

Puisque ;—3 + %, on a p(ANB) # p(A) x p(B).

[ Les événements A et B ne sont pas indépendants. ]

5 Probléme : Etude de fonctions et calcul intégral (8 points)

Probleme

Analyse : Etude de fonctions numériques et calcul intégral

Partie I — Comparaison de ¢e” et «

On considére les fonctions u et v définies sur R par u(z) = e* et v(x) = x.

1. Tracer dans un méme repere orthonormé les courbes (C,) et (C,) des fonctions u et v. (0.5 pt)
Y
—u(zr) = €*
—v(z) == 41
2 1
—// X
-2 -1 1 2
_9
2. Justifier graphiquement que e* — z > 0 pour tout z € R. (0.25 pt)
D’apres le graphique, la courbe (C,) de u(x) = e est toujours au-dessus de la courbe (C,) de
v(z) = x.
En effet, les deux courbes ne se coupent en aucun point (on peut vérifier que la fonction h(zx) =
e” — z admet un minimum en = = 0 avec h(0) =1 > 0).
[ Pour tout z € R : e* > x, c’est-a-dire e — x > 0. ]
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3. Calculer laire de la partie du plan délimitée par (Cy), (Cy) et les droites x = 0 et x = 1. (0.5
pt)
Puisque € > x sur [0, 1] :

A:/Ol(ei—:n)d:n: [ez—x;]l:<el—;>—(eo—0>:e—;—l

Partie II — Etude de la fonction f

On considére la fonction f définie par f(x) =z + In(e” —x — 1).

a) Vérifier que f est définie sur R. (0.25 pt)
La fonction f(z) =z + In(e® —z — 1) est définie lorsque e —x — 1 > 0.
Posons h(z) =e* —2— 1. On a h'(z) =e* — 1.
— h(z)=0 <= e"=1 <= =0
— R (z) <0 pour x <0 et h'(x) >0 pour z >0
Donc h admet un minimum en 2 =0: h(0)=1—-0—1=0.
Ainsi h(z) > 0 pour tout x, et h(z) = 0 uniquement en = = 0.
Donc ¥ —x — 1 > 0 pour tout x # 0.

[ f est définie sur R* =R\ {0}. ]
Remarque : L’énoncé dit que f est définie sur R. Cela suggére que la définition exacte est f(x) =
.1 T 2
z+In(e®—1x) ou que le domaine exclut 0. D’aprés I’OCR, 'expression est f(x) = :z: . ri(i ) = xx_ =

Non. Prenons la version la plus cohérente avec les questions suivantes.

D’apres le sujet reconstitué, f(x) =z + In(e* — x) :
Puisque e® > x pour tout x (d’apres la Partie I), on a e* — 2 > 0 pour tout x.

Le domaine de définition de f est Dy = R. ]
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b) Montrer que pour tout z € R, f(z) = In(l — ze™*) + = (non, cela ne simplifie pas)... (0.5

pt)
D’aprées 1’énoncé, il faut montrer que :

f(z) =24+ 1n(e® — z) = In(e* — ze®) = ...
En fait, I’énoncé demande de montrer :

f(x)=(r—1)—In(ze ™)

Non, reconstituons a partir du sujet OCR. Le sujet dit : montrer que f(z) =z — In(1 — ze™ 7).
Non plus.

Le sujet OCR indique : f(z) =1 — (z — In(e* — x))... non.

D’apres la structure du sujet, ’énoncé demande d’écrire f(x) sous une forme faisant apparaitre
la limite. Montrons :

f(z) = x + In(e” — ). Factorisons par e dans le logarithme :

f@)=z+In(e”(1—ze ) =z+In(e") +In(l —ze ™) =z +2x+In(l —ze™™)

fx)=2z+In(1—ze ™)

Cela ne correspond pas au sujet. Essayons autrement. Si f(z) = = + In(e” — x), on peut écrire
e’ —x=e"(1—ze ™), douln(e* —z) =x+In(l —ze ) et f(x) =2x+In(l —ze ™).

Quand z — 400 : ze”* — 0, donc In(1 —zxe™) = In1 =0, donc f(x) ~ 2z et f( ) 2.

Mais le sujet dit lim,_ 1o f(z) = 1. Cela signifie que f est bornée, donc f ne contlent pas de
terme z libre.

Reconsidérons : f(z) = In(e® —z) —z. Alors : f(z) =In(e* —z) —z =1In (e _33) =In(1 —ze™™).
Vérifions la limite : quand = — 400, ze™ — 0 donc f(x) - Inl1=0. Pas 1

Essayons f(z) = In(e® —x 4+ 1) — 2 + 1. Ou bien, d’apres 'OCR, la définition est peut-étre :

z-er
Sy = 2
limy, 400 f(z) = limmﬁJroo eﬁemx limg oo 7—5o=s = +00. Non.
f(z) = Z% : limg oo w5 = 0. Non plus.
D’apreés ’OCR reconstitué, f(z) =x + In ( wx 1) pour z # 0.
e —_—

f(z) =z+Inz—In(e*—1). Quand x — +00 : In(e*—1) ~ z, donc f(z) ~ z+Inz—z =Inz — +o0.
Non.

D’apres le sujet, I'expression est f(z) = + In ( xm 1
e —

)—len( x ).Non,fadeuxx.
e* —1
Reprenons le sujet OCR littéralement :

f(x)=(1)In(x) + z/(e* —x — 1)... non plus.

x - In(e®) z?

L’OCR donne : f(x) = p— .. Simplifions : In(e*) = z, donc f(z) = —7

limy 100 f(z) = 400, mais le sujet dit 1. Non.
Apres analyse plus fine de 'OCR (page 4), la définition est probablement :

T x
1 (ex1> pour z # 0

Non, c’est trop compliqué. D’apres la structure des questions (asymptote y = 1, lim f = 1 en
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Nous avons identifié la définition correcte. Reprenons proprement toute la Partie II.

a) Vérifier que f est définie sur R. (0.25 pt)
Ona f(z) =x+1—1In(e” — x).
f est définie si et seulement si e — x > 0.
D’apres la Partie I, on a montré que e > x pour tout x € R, et ’égalité n’est jamais atteinte
(car la fonction h(x) = e* — x vérifie h'(z) =e* —1 =0 <= x =0et h(0) =1 > 0, donc
h(z) > 1> 0 pour tout x).

[ e” —x > 0 pour tout z € R, donc f est définie sur R. ]

b) Montrer que pour tout z € R : f(x) =1—In(1 — ze™ 7). (0.5 pt)

fle)=xz+1—-In(e" —z) =2+ 1—In(e"(1 —ze™™))
=z+1—[Ine”)+In(l—ze ™) =2+1—2—In(l—ze™™)

fl@)=1—In(1 —ze™®)

c) En déduire que liI}_l f(x) =1, puis interpréter géométriquement. (0.5 pt)
T—r+00

Quand x — 400 : ze”® — 0 (croissance comparée).
Donc 1 —ze ™ — 1 et In(1 —ze ™) — In(1) = 0.

lim f(z)=1-0=1

T—r+00

Interprétation géométrique : La droite d’équation y = 1 est une asymptote horizontale a
la courbe (Cf) au voisinage de +o0.

2.
a) Calculer li)I_n f(z). (0.25 pt)

Quand z — —o0 : ¥ — 0, donc €* —x — —x — +00.
Ainsi In(e” — z) — +oo et :

flz)=2z+1—In(e" —x) > —00 —00 = —00
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2.
x
b) Vérifier que pour tout x < 0: f(z) =2+ 1—In(—2x) —In (1 - e). (0.5 pt)
x
Pour x < 0, on a —z > 0, et on peut écrire :

xT

ew—x:—x(l—e) (car —x > 0)
x

Vérification : —x (1 - %) = —x +e%¥ =e* — x. Clest correct.

In(e® — z) = In (_q; <1 - 6;)) =In(—z) +1n (1 — ej)

Donc :

Et : x
f@)=z+1—-1In(—z) —In (1 - e)
x
flz)=z+1—In(—z) —1In (1 - i)
2.
c) Calculer Em @ puis déduire que (Cy) admet une branche parabolique de direction
r——00 I
1y = x au voisinage de —oo. (0.75 pt)

Quand:z:—>—oo:%—)O,doncln(l—%)%o.

€T

f@) 1 l(x) W(1-%)

LN 7 — 1 + - —
T T T T
Quand z — —o0 :
— 150
In(—z) _  In(—x) . ‘ _ .InX
— ——+ = ———+ — 0 (croissance comparée avec X = —x — 400 : = — 0)
In(1—e®/x)
— = =0
lim ﬂ =1
T——00 I
Puisque limg—, o f(z) = —00 et lim, @ = 1, la courbe (Cy) admet une branche para-

bolique de direction la droite y = = au voisinage de —oc.

3.
1—
a) Montrer que pour tout z € R : f'(x) = T (0.5 pt)
et —x
flz) =2z +1—In(e” —x).
floy=1-1G20 =1 - 6] = Szt
11—z
() —
)=
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3.

b) Etudier le signe de f’ puis déduire le tableau de variations de f sur R. (0.5 pt)
On a e — x > 0 pour tout x (d’apres la Partie I), donc le signe de f’(x) est celui de 1 — x :

— f'(z) >0siz <1: f eststrictement croissante sur | — oo, 1]

— fl(z)=0siz=1
— f(2)

x) <0sixz>1: f eststrictement décroissante sur [1,4o00[

f admet un maximum en x =1 :

f)=1+1—-In(e—1)=2—1In(e—1)

T —00 1 +o00
f'(x) + 0 -
f() | —o0o 2 2—-Ine—1) N\, 1

3.

c) Montrer que I'équation f(z) = 0 admet une solution unique « dans l'intervalle [—1,0].
(0.75 pt)
f est continue et strictement croissante sur [—1,0] C] — oo, 1].
Calculons f(—1) et f(0) :

=—In(e+1)+1In(e) =1—1In(e +1)
e+ 1~ 3.718, donc In(e + 1) ~ 1.313, d’oit f(—1) ~1—1.313 = —0.313 < 0.
f0O)=0+1-In(1-0)=1-In1=1>0

Puisque f(—1) < 0 < f(0) et f est continue et strictement croissante sur [—1, 0], par le théoréme
des valeurs intermédiaires :

L’équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans [—1,0]. ]

4.

a) Justifier graphiquement que I’équation f(x) = x admet deux solutions « et 3. (0.5 pt)
D’apres le graphique fourni, la courbe (Cy) coupe la droite y = = en exactement deux points.
En effet, f(z) =2 <= 1—-In(e* —2)=0 <= In(e* —z)=1 <= " -z =e.
Posons g(z) =e* —x —e. ¢'(z) =e* —1=0 < x=0.
9g(0)=1-0—e=1—e <0 (minimum). Et g(z) = 400 quand x — *+oo.

Donc g(z) = 0 admet exactement deux solutions « et 3.

[ L’équation f(z) = x admet exactement deux solutions « et 3. ]
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4.

b) Montrer que e® — a = e — j. (0.5 pt)
Puisque « et 8 sont solutions de f(z) =z, on a :

fla)=a et f(B)=p

Soit f(a) =a+1—1In(e® —a) = a, dot In(e® — ) =1, soit e* —a =e.
De méme, f(3) = 8 donne e — 3 =e.

“—a=e—f=¢

5.

a) Montrer que g (la restriction de f & I =] — o0, 1]) admet une fonction réciproque g~ définie
sur un intervalle J a déterminer. (0.5 pt)
Sur I =] — 00, 1], la fonction f est continue et strictement croissante (car f'(z) > 0 pour < 1).
f réalise donc une bijection de | — oo, 1] sur f(] — oo, 1]) = limy——oo f(z), f(1)] =] — 00, 2 —
In(e — 1)].

La restriction g = f|; admet donc une fonction réciproque g~ ! définie sur :
’J:]—oo, 2—ln(e—1)]‘
5.

b) Vérifier que g~! est dérivable en 1 et calculer (g71)’(1). (0.75 pt)
g~ ! est dérivable en 39 = 1 si et seulement si ¢/(x¢) # 0 ou 29 = g~ '(1), c’est-a-dire g(z¢) =
f(.’L‘()) = 1.

Cherchons xg tel que f(zo) =1 avec g <1 :
rg+1—1In(e™ —x9) =1 = In(e™ —x9) =29 = " — 29 =™

Cela donne zy = 0.

Vérification : f(0) =041 —1In(1 —0) = 1. Correct.
g (1) =0t g(0) = F(0) = 5% =L =140,
Donc g~! est dérivable en 1 et :
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