Année scolaire ;: 2022 — 2023

Solutions examen 2023 SN

AGOUZAL
2 BPCF-2 BSVTF

Exercice 1 : (2023 SN) (3pts)
Ona B(2;1;2) ; C(2;5;0) ; A(0;1;4).
1) a) Montrer que : AB AAC = 4(2i + j + 2K)

2 2
AB| 0 | et AC| 4
-2 —4
—— |0 4}, |12 2} |2 2-
ABAAC= |- J+ Kk
-2 -4 |-2 -4 |0 4
=8f+4]+8§

D’oa ABAAC=4(2i +j+2Kk)
b) En déduire ’aire de triangle ABC et la distance
(B (AQ))

ABC HAB AE“ or @AE=4(2€+]+2E)

SABC

i+ 2] =i+ 24|

29

Donc SABC =2N2" +17+2°

D’oi Sppc =6

AB AAC 4m
4\/_

Donc d(B,(AC))= =2 d’ou d(B,(AC))=2

J%

2) Soit D le milieu du segment [AC]
_ 11— —
a) Vérifier que : DQ = Z(AB A AC)
D est le milieu du segment [AC]

Donc D(0+2;1+5;4+0j donc D(1;3;2)
2 2 2

Or Q(3;4;4) donc DQ(2;1;2) donc DQ = 2i + j+ 2k

Or EAE=4(2T+E+2E) donc AB AAC =4DQ

Dou D= (AB AAC)

b) En déduire que d(, (ABC)) =
Ona ATB /\ATC est normal au plan (ABC).
Et puisque ﬁ =%(EAR) donc DQ est normal
au plan (ABC) donc (D<) L (ABC)
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Or D est le milieu du segment [AC] donc D € (ABC)
Donc D est la projection orthogonal de Q sur (ABC)
Donc d(€,(ABC))=DQ or DQ = 2i + j+ 2k
Donc Dg=m=ﬁ=3
D’ou d(€,(ABC))=3
3) Soit (S) la sphére d’équation :

X*+y*+2° —6x—-8y—82+32=0

a) Déterminer le centre et le rayon de (S).

X*+y*+2°—6x—-8y—-82+32=0
az_—G ; b:_—8; c:_—8; d=32
-2 -2 -2

Donc a=3; b=4; c=4;,d=32

a’ +b%+c? —d=3%+4° +4° -32=9
Donc le centre de (S) est ©(3;4;4) et R=y9=3
D’ou Q(3;4;4) etrayon R =3

b) Montrer que le plan (ABC) est tangent a la sphére
(S) en un point que I’on déterminera.

Ona d(,(ABC))=3 et R=3

Donc le plan (ABC) est tangent a la sphére (S).
Donc (ABC) coupe la sphere (S) en un seule point.

Or DQ=3et R=3 donc D&(S) or De(ABC)
(ABC)(S)=1{D}

D’ou le plan (ABC) est tangent a la sphere (S) en D.

4) soit (Q,) et (Q,) les deux plans paralléles a

(ABC).Tels que chacun d’eux coupe (S) suivant un

cercle de rayon 5.
Déterminer une équation cartésienne pour chacun

des deux plans (Q,) et (Q,).
Soit (Q) un plan paralléle & (ABC) tel que :

(Q) coupe (S) suivant un cercle de rayon /5.

Ona W}:%(ATB; ~AC) : ABAAC normal a (ABC)
(Q) est paralléle & (ABC) etona DQ estnormal
au plan (ABC) donc DQ est normal au plan (Q)

Soit M(x;y;2) €(Q)

DO(2;1,2) estnormal & (Q)
(Q):2x+y+2z+d=0

(Q) coupe (S) suivant un cercle de rayon J5.

V5= % - (d@(Q)) ©F -(d@(Q)) =5

(Al £~ NN\2 N - ..

(Al £~NN2 a
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d(€2;(Q)) =2 car
On sait que d(©;(Q)) >0

(Q):2x+y+2z+d=0 ; O(344)
2x3+4+2x4+d _[18+d|

4(2(Q) -

(2.(Q)= NFERTPY Jo

|18+d| or d(€2(Q))=2

d(€2(Q))>0

d(©(Q)=

pone 289l _ 5 pgrd|=6

<18+d=6 oul1l8+d=-6<d=-12 ou d=-24
Dou(Q,):2X+y+22-12=0 et

(Q,):2x+y+2z-24=0

Exercice 2 :( (2023 SN) (3pts)
3) Dans le plan rapporté & un repére orthonormé direct

(O:;u; V) on considére les points A et B d’affixes
respectives a=+2 +iv2 : b=1+v2+i c=bet
d=2i

1) Ecrire le nombre complexe a sous forme
trigonométrique.

a=+2+iV2
u=[Z +iv2|=VZ+2 =2

2+iﬁ \/_ \/_

2(— |—) 2(cos4+|sm )

D’ou a= 2(cosz+isinz)
2) a) Vérifierque: b—d=c
b-d=1+V2+i-2i<b-d=1+2—i

Orc=betb=1+/2—i
Donc b—d=c

b) Montrer que : (\/E+1)(b—a): b—d et

déduire que les points A, B et D sont alignés.

(\/§+1)(b—a):(\/§+1)(1+\/§+i—\/E—i\/i)

(\/_+1)( (x/_+1)(1+|—|\/_)
( 2+1)( a)=V2+1+iV2 +i-2i-iV2
( 2+1)( a)=+2+1-iorc=b

Donc (\/§+1)( a)=c orc=b-d

Dou (V2+1)(b-a)=b
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Ona(\/_+l)(b—a):b—d
(\f_+1) or (\/§+1)G]R

Donc g d e IR donc les points A, B et D sont alignés

3) a) Verlfler que:ac=2b

:(ﬁ+i\/§)(l+\/§—i)
Donc
:(ﬁ+iﬁ)(«/§+2—i 2+i\/§+2i+«/§)

ac=22 +2+2i @ac=2(\2+1+1i)
D’ou ac=2b
b) En déduire que :

Donc

2arg(b) = %[Zn]

Ona 2b =ac donc arg(b) =arg(ac)[2x]

Donc arg(b) =arg(a) +arg(c)[2r] or c=b
Donc arg(c) =arg(b) [2r] et arg(b) = —arg(b) [2n]
Donc arg(b) =arg(a) —arg(b) [2x]

Donc 2arg(b) =arg(a)[2r] or arg(a) = %[Zn]

D’ou 2arg(b) = [Zn]
4) Soit R la rotation de centre O et d’angle % et qui

transforme chaque point M du plan d’affixe z en un point M’
d’affixe 2’ .

a) Montrer que : z' = %az

R(M) = M'@Z'—O:ei%(z—O)

—7'=e bz onaa:264donc§a:e4
s N\ ! 1
D’ou Zz ==az

2

b) En déduire que R(C) =B et R(A) =D
Ona 2b:ac<:>b:lac<:>R(C):B

R(A)=D <d= d= %2

Ona a=«/_+|\/§ donc a2:2(1+i)2

—a><a<:>

a2:2x2i<:>%a2:2|<:>2a =d
D’ou R(A)=D

.b-a_(+2-1 :
c)I\/Iontrerque.C_a—( 5 ja,pmsen

O
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b-a_2%"% _b- a_lgo=2boa 1, Lefi=ic2 _boa 1, 2-1-i V2-1-i
c-a c-a c-a 2 a2 1+2-i=2 =i “c-a 2 1-i(1++/2)
b= a:;a«@ o N2-1-i ~b-a (ﬁ—l)a J2 -1-i

c-a 2 2-1 1-i@1+2) c-a 2 ) 2-1-i1+2)(\2-1)
<:>b—a:(«/§—1 aﬁ—l—i

c—a 2 J2-1-

1ja et (\/_ 1j donc arg E g— arga[2=] or arg(a) E%[Zn]

Ona (AC;AB) = arg =2 [21t]

D'oit (AC; AB) = %[2n]

Exercice 3:( (2023 SN) (3pts)
Une urne U; contient six boules portant les nombres
0;0;1;1;1;2etUneurne U, contient cing boules portant les nombres1;1;1;2 ;2.

On tire une boule de I’urne U; et on note le nombre a qu’elle porte, puis on la met dans 1’'urne Uy, ensuite on tire
une boule de 1’urne U, et on note le nombre b qu’elle porte.
Ui 2(0); 3(1); 1(2) U0 3(1); 2(2); a

0

6
Tirage I'urne U,

6
Tirage 'urne U,
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Ui: 2(0); 3(1); 1(2 1
Ui 3(D); 2(2) PX=2)=P®) =4
1) a) Calculer P(A); la probabilité de événement | p(X =4) =L <3 - 1
. 6 6 12
A. A" laboule tirée de I’urne U; porte le nombrel”
k 0 1 2 4
3 2 2 - 1 1 1 1
Tirage I’'urne Uy % 1 (Ona :]3' + :]3' + 3‘1 + 112 1)

Tirage I’'urne U, c) On consideére les événements :
P(A)=§x4+§x2:§x§ le produit ab est pair non nul” ab 120uab=4
66 66 66 P(N) P(X 2)+P(X=4)= 4 +15

Doi P(A)=1
2 P(N)=1
b) Montrer que P(B) = 1 (on peut utiliser I’arbre
o 4 M " le produitabestégal 21" ab=1x1
des possibilites). 1 1
B " le produit ab est égal & 2 " P(M)=P(X=1)= 3 donc P(M) = 3
3 1 % 2 1x2 =2 Montrer que les événements M et N sont équiprobables.
< Ona P(M):% et P(N):% donc P(M) = P(N)
6 2 \%\ 1 2x1=2 D’ou les événements M et N sont équiprobables.
Probléme : (2023 SN) (11pts)
On considere la fonction g définie sur 7]o; ar
PE)=3x2+1x3-8 preiesyy el B
; f(x) =2—2+(1—Inx)
P(B)== . X
1) a) Vérifier que pour tout x de ]0; +oo] -
2) Calculer P(A/B) ; 1a probabilité de I’événement
A Sachant que I’événement B est réalisé. _ 3x—2-2xInxX+X (ll’] X)
f(x) =
P(ANB) X
P(A/B)=———— 2 2
P(B) ona f(x)=2—<+(1—Inx)
(ANB) "a=1letbh=2" ab=2 X 5
2X —2+X(1—Inx
3 42 fO) = x( )
6 6
2
2x —2+x —2xInx+x(Inx)
3,2_1 f(x) =
P(ANB)=gx&=¢ (x) ~ 2
1 3x —2—2xInx +x(Inx)
P(A/B)—% ?donc P(A/B)= Drou T(X) = X
4 b) Montrer que lim Xx(In x)2 =0 etque
D'oi P(A/B) =2 x>0
3 _ (Inx)?
3) Soit X la variable aléatoire qui associe a chaque lim =0 (on peut poser t= \/;)
résultat de ’expérience, le produit ab. X—>+0 ) N N
a) Montrer que P(X:O)=l ; 0x2 ou 0x1 ou 0x0 Ona t=\/§<:>X=t 5 XZ_)ZO <t->0 5
lim x(Inx)= lim t“(Int*)“= lim (t2Int)
P(X=0)=2(1 2@+ 6 6) donc P(X =0) :% x—>0* t—>0* t>0*
b) Donner la loi de probabilité de X (Remarquer lim x(Inx)?= lim (2tint)*=0
que les valeurs prises par Xsont0;1; 2et4) x—0* t—0"
p(x=1)=3x4-1 Car lim tint=0 Dou lim x(Inx)> =0
PR, & . -
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(Inx)? 0o

lim
X—>400 X
_ _ 42
Ona t—\/;<:>x—t X—>+00 St — 400
2 212
lim 107 i INED7_ i (2"”) 0
X—>+00 X to>+o 2 t—>+oo\ t
car lim Int_g
to+400 t
2
Do lim UNX)7 _g
X—+0 X
c) Déduire que lim f(X) =—oo puis donner une

x—0%
interprétation géométriquement du resultat.

3x—2—2x|nx+x(|nx)2

lim f(x)= Ilim
x—0" x—0" X
Ona lim XxInx=0et lim x(Inx)2=
x—0F x—07F
lim 3x—2—2x|nx+x(|nx)2=—2 et lim x=0"
x—0" x—0"
D’ou lim f(x)=
x—0*
Ona lim f(x) =—oo donc la courbe (Cs) admet une
x—0*

asymptote verticale d’équation x = 0.
d) Calculer lim f(Xx), puis montrer que la
X—>+00

courbe (C¢) admet une branche parabolique de
direction I’axe des abscisses au voisinage de +oo.

lim f(x)= lim 2—-24(1-Inx)?
X—>—+00 X—>—+00 X
puisque lim 2—Z=2et lim (l—lnX)2:+oo
X—>—+00 X X—>+00
et lim InX=+o0
X—>+00
D’ou lim f(X)=+c0
X—>+00
lim () lim 1f(x)
X—+00 X X—>+00 X
2
) X—=2-=-2XInx+x(Inx
= lim 1 (Inx)
X—>+00 X X
2
In x
XZ(Q_L_ZH'IX_'_( ) )
. X x2 X X
= |lim >
X—>+00 X
2
_ dim 3-2 _pinx, (IN)7_,
X—>+00 X 52 X X
Car lim 3—2 _get lim IMX_qet
X—>+00 X 32 X—>+oo X
2
(Inx) _n
MonBac.ma

lim ) _ =0 lacourbe (Cs) admet une
X—+oo X

Donc

branche parabolique de direction 1’axe des abscisses au

voisinage de +co.
2) Montrer que pour tout x de ]0;+oo :
f'(x) = 2(1-x+xInx)

X2

2
ona f(x) =2—2+(1-Inx)

f'(x)=—=2+2(1-Inx)(1-Inx)’
X

F00=-2 +2(1-Inx)(-1)

I\)><

f'(x) ——2(1 x(1—Inx))

2(1—x+xInx)
> Vx & ]0; +oo[
X
3) En exploitant le tableau de variation ci-dessous,

de la fonction dérivée f’ de f sur ]O;-+oo]

F'(xX) =

X |0 1 B

+00

+o0 f'(B)

. T

f(x)

a) Prouver que f est strictement croissante sur
]O;+oo[ puis dresser le tableau de variation de f.

2(1—x+xInx)

X2

Ona f'(x) =

Vx € ]0; +oo]

X —=>XInx, X >1—X et X—>X230nt continues sur

]0; +oo[ donc X —1-X+XInXest continue sur ]0; +oof
Donc f'est continue sur ]O; +oo car c’est le quotient
de deux fonctions continues sur ]O;+oof -

£'(]0;1]) =[0; +oo[ donc f'(x) >0 Vxe]0;1]

et £([1,B]) = [o;f'(ﬁ)] donc £'(x) >0 Vx < [LB]
f'([ﬁ;+w[):}0;f'(ﬁ)} donc f'(x) >0 Vxe[B;+o
Donc f'(X)>0  Vx&]0;+o0]

D’ou f est strictement croissante sur ]0; +oo[

X 10 1

+o0

/() +

+o0
f(x) /

—0o0
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b) Donner le tableau de signe de la dérivée seconde f "
de la fonction f sur Jo; +oo[

Ona f' est décroissante sur |0;1]
Donc Vxel0;1] f"(x)<0
Ona f' est croissante sur [1;B]

Donc Vxe[LB] f"(x)=0

Ona f' est décroissante sur [[3;+oo[

Donc  Vxe[B+oof f"(X)<0
X 0 1 B + o0
freo [ - 0 + 0 -

c) Déduire la concavité de la courbe (Cs) en précisant
les abscisses de ses deux points d’inflexions.

Vx e |0;1]u[B;+oo[  f"(X) <O lacourbe (Cy) est
concave sur les intervalles ]0;1] et [B;-+oo[

vx e[LB]
sur Iintervalle [1;B]

f"(X) >0 la courbe (Cy) est convexe

la courbe (Cs) change de concavité en 1 eten 3

La courbe (Cf) admet deux points d’inflexions
d’abscisses 1 et 3.

4) a) A partir de la courbe (Cg) déterminer le signe
de la fonction g sur ]0; +oo[ -

la courbe (Cgy) est au-dessus de I’axe des abscisses sur
[;1] donc g(x) =0 Vx e[oi;1]

la courbe (Cy) est en dessous de I’axe des abscisses sur
les intervalles |0;a] et [1;+0]

Donc g(x) <0 Vx € ]0;a] U [1;+o0]

X 0 o 1 + oo
9(x) || - 0O + 0 -

b) Déduire gue la droite (A) est en dessous de la

courbe (Cy) sur Pintervalle [o1] et au-dessus de la

courbe (Cy) sur les intervalles 10; [ et [1;+o0]

Onag:x —>f(x)—x

vxe[o;1] g(x) 20 f(X)—x=0<f(x) > x
Vxe[o;l] x<f(x) (a):y=x

La droite (A) est en dessous de la courbe (Cs) sur
I’intervalle [a;l]

Vxe|0a]ulL+o] g(x)<0<=f(x)-x<0
vx e a]uL+o] X=F(X)

La droite (A) est au-dessus de la courbe (Cs) sur les
intervalles O; o[ et [1;4o0]

5) Construire la courbe (Cy) et la droite (A) dans le repére (O;i;j) (Onprend a~0,3, ~4,9 ; f(B)~19)

/,//
3 A //
(&) e .
(Cy) /
L
f(ﬁ)’" /'/
." 2
3 2 1 I% 1 2 | 4 Bs ) 7 [} ] 10
|
|
"
(=] 2% [=]
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6) a) Verifier que la fonction x — 2x — x In x est une primitive de la fonction x —1—Inx sur [a:1]
Onpose u(x)=2x—xInx  Vxe[o;l] donc U'(X)=2-(InXx+1) Vxe[a;]
u'(x)=1-Inx  vxe[a;1]
la fonction x — 2x —xInxest une primitive de la fonction X —1—Inx sur [a;1]

1
b) En utilisant une intégration par parties, montrer que : ja (1-In X)2dx =51-a)+a(4—Ina)ina
_tn_ 2

onpose J —ja(l Inx)“dx

up)=@1-Ix)?  u()=-2(L-Inx)

v'(x)=1 V(X) =X

1 1 1
J =[x(1— Inx)zlx — 2 —2x@-1nx) Ldx < I =1-a@-Ina)? + 2] (1-Inx)dx

J=1-a@-Ina)? +2[2x—xInx], < I =1-al-Ina)? +4— (4o —2aIna)
DoncJ:5—oc(1—2|noc+(lna)2)—(40L—20c|noc)

Donc J:5(1—a)+2a|na—a(|na)2+20L|n01.

Donc J=5(1—a)+4alna—a(ln oc)2
[5@-Inx)%dx =5(1 - ) +a(4—Ine)Ino

c) Déduire en fonction de a I’aire de la partie du plan délimité par la courbe (Cs), I’axe des abscisses et les
droites d’équations x =a et x = 1.

A = [ [f(<)xicm x1cm vxe[o;l] f(x)=x donc f(x)>0 Vxe[o;1]

A= _fif(x)dx(sz) on pose | :fif(x)dx

I =j'i2—%+(l—lnx)2dx , ona X—>2—% et x — (1—Inx)? sont continues sur [o;1]
_ L Ly 2 Y.

Donc | = jaf(x)dx_ ja(z £)dx + ja(1 Inx)~ dx

Ona ji(Z—%)dx:[Zx—Zlnx]}x =2-2a+2Ina

Donc | =2-2a+2Ina+5(1-a)+a(d—Ina)lna I=71-a)+2Ina+a(4—Ina)lna,

Dot A=[7(1—a)+2Ino+a(4—Ina)Ina]ecm?

’ (&)

1(B)'¢ =
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7) Soit la suite (Uy) définie par Ug € Joi;1]
Ur.1=f(Un) VneN
a) Montrer par récurrence que: aa<Up <1 VneN
Pourn=0ona Ugela;l] donc a<Uy<1
Soitn e IN  supposons que a.<Up <1 etmontronsque a<Uq,1<1
Ona feststrictement croissante sur [o;1] et a<Up <1
Donc  f(a)<f(Up)<f(D)
Org(a)=0<=f(a)=a et g)=0<=f1)=1
Donc a<Upj,1<1
Dot a<Up<l VNeN
b) Montrer que la suite (Uy) est croissante. (on peut utiliser la question 4) b)
ona Vxel[ol] f(x)=x or Uy ey
Donc f(U,)>U, VneN
Donc Up, 12U, VnheN

D’ou la suite (Uy) est croissante.

c) En déduire que la suite (Uy,) est convergente et calculer sa limite.
On a la suite (Uy) est croissante et majorée

D’ou la suite (U,) est convergente

ona U, .1 =f(Un) et Uge]ou]

f est continue sur [a;1] et f([a;1]) =[ot;1]

(Un) est convergente donc sa limite est une solution de 1’équation f(X) =X
Onsaitque F(X) =X <f(X)—x=0<=9(X)=0<=x=a ou x=1
Or (Uy) est croissante  donc U, >Uy VneN

Donc Uy <Up<1 VNeN et Ugelol

D’ou lIM Uph =1
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